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Friedrich Prym.

Von Aporr Krizer in Karlsruhe.

(Afit einem Bildnis von Iriedrich Prym als Titelbild.)

Am 15. Dezember des letzten Jahres ist in Bonn, bei voriiber-
gehendem Aufenthalte, der langjihrige ordentliche Professor der Mathe-
matik an der Universitit Wiirzburg, Geheimer Rat Dr. Friedrich Prym,
nach vollendctem T74. Lebensjahre gestorben.

Mit ihm hat unsere Wissenschaft einen anerkannten Forscher von
starker Eigenart, groBem Konnen und ziher Arbeitskraft verloren; ich,
als sein iiltester Schiiler, will in dankbarer Erinnerung an den lieben
und hochverehrten Lehrer auf den folgenden Seiten versuchen, den Mit-
gliedern unserer Vereinigung sein Lebenswerk zu schildern.

Friedrich Prym wurde am 28. September 1341 in Diiren als
Sohn des Tuchfabrikanten Richard Prym und seiner Gattin Erne-
stine, geb. Schoeller, geboren. Nachdem er das dortige Gymnasium
absolviert hatte, studierte er 1859—1863 an den Universititen Berlin,
Heidelberg und Gdttingen.*) Hier horte er im W.-8. 1861/62 den
zweiten Teil der Vorlesung Riemanns ,iber Funktionen einer ver-
dnderlichen komplexen Grife, inshesondere elliptische und Abelsche®*¥)
und fertigte gleichzeitig von dem im $.-S. 1861 gelesenen ersten Teile

*) In der seiner Dissertation angefiigten Vitn gibt Prym an, daB er in Berlin
bei Arndt, Christoffel, Dove, Hoppe, Kummer, Mitscherlich und Tren-
delenburg, in Heidelberg bei Hesse, in (+6ttingen bei Lotze, Riemann,
Stern, Waitz und Weber gehort und ferner in Heidelberg bei Bunsen und
in Derlin bei Sonnenschein im chemischen Laboratorium gearbeitet habe.

**} Nachdem von dieser Vorlesung zwei kleinere Untersuchungen u. d. T.
_omvergenz der p-fach unendlichen Theta-Reibe* und ,,Zur Theorie der Abel-
soben Functionen (fir den Fall p = 8)* schon in die Ges. math. Werke Riemannx
1. Auil 1876, S. 452 u. 456; 2. Aufl. 1892, 8. 483 u. 487) aufgenommen worden
waren. bhat H. Stahl den aus dem S.-8S. 1861 stammenden, auf die elliptischen
Funiiiomen beziglichen Teil u. d. T. , Elliptische Functionen. Vorlesungen von
~ 0 cmann® 1899 verSffentlicht, und 1902 ist in den von Noether und Wir-
cer herausgegebenen ,, Nachtrigen* zu den Ges. math. Werken Riemanns
gemse Vorlesung des W.-S. 1861/62, die die hyperelliptischen und die Abelschen
cmen_ insbesondere des Falles p = 3 behandelte, auszugsweise veriffentlicht
2. dasu auch Noether, ,Uber Riemanns Vorlesungen von 1861—62
= Fanktionen* (Jahresb. d. D. Math.-Ver. Bd. 8. 8. 177).

y

- B

t

Jalwssbericht 3. Deutschen Mathem.-Veroinignng. XXV. 1. Abt. Heft 1,5, 1



9 Avorr Knazwn:

]

aufl Groand emwer Nachschrift Hattendorfs eine Ausarbeitung an, die
er gpliter sufographisch vervielfiltigen lief. Diese Vorlesung bildete
die Grundlage fliv Pryms mathematische Ausbildung wnd fiir seine
arsten wissenschaftlichen Arbeiten. Schon 1862 begann er seine Disser-
tution ,'Theoria nova functionum ultraellipticarum. Pars prior?, in
der zum ersten Male die von Riemann fiir die Theorie der Abel-
sehen IPunktionen geschaffenen Anschauungen und Methoden zur Be-
handlung eines speziellen Falles verwertet wurden. Auf Grund dieser
Abhandlung promovierte Prym am 21. Februar 1863 an der philo-
sophischen Fakultit der Universitit Berlin. Dann trat er, nachdem er
inzwischen zu Hause die in seiner Dissertation begonnenen Untersuchungen
fortgesetzt und im September 1863 abgeschlossen hatte, als Volontir
in das Bankgeschift der ihm verwandten Familie Schoeller in Wien
ein. Von dort stammt die vorher genannte auntographierte Vervielfil-
tigung der Riemannschen Vorlesung, und dort wurde auch die aus seiner
Dissertation hervorgegangene Abhandlung ,Neue Theorie der ultra-
elliptischen Functionen am 14. Januar 1864 in der Sitzung der mathe-
matisch-naturwissenschaftlichen Klasse der Akademie vorgelegt und 1m
24. Bande ihrer Denkschriften verdffentlicht.

Als Prym im § 29 dieser Abhandlung ihr Hauptresultat nieder-
legte, nach welchem der Quotient zweier Thetafunktionen mit verschie-
denen Charakteristiken, deren Argumente Summen von je 3 ultraellipti-
schen Integralen 1. Gattung sind, sich algebraisch als Quotient zweier
Determinanten darstellen lagse, da erkannte er bereits, daB er in dieser
Formel den Sechliissel fiir den allgemeinen hyperelliptischen Fall ge-
funden habe, und entwickelte noch im SchluBparagraphen die Grund-
ziige eciner Theorie der hyperelliptischen Funktionen beliebigen Ge-
schlechts, wie er sie demniichst zu verdffentlichen gedenke.

Fir die Gestaltung dieser Untersuchungen Pryms wurde ein mehr-
wochentliches Zusammensein mit Riemann entscheidend, der sich im
Frithjahr 1865 seiner Gesundheit wegen in Pisa aufhielt und dort Prym
die Sitze iiher das Verschwinden der hyperelliptischen Thetafunktionen
mitteilte, wie er sie fiir einen bescnderen Fall der Zerschneidung der
Riemannschen Fliche aufgestellt hatte. Prym erbrachte nach Rie-
manns Anweisung unter Heranziehung der hoheren Derivierten der
Thetafunktionen einen allgemeinen Beweis dieser Sitze und konnte
nun mit ihrer Hilfe seinen Untersuchungen den gewiinschten AbschluB
aehen, der wieder in der algebraischen Darstellung des Quotienten
zweier Thetafunktionen, deren Argumente nunmehr Summen von je
p -+ 1 Integralen sind, als Quotienten zweier Determinanten seinen Aus-
druck fand.

I'riedrich Prym, )

[nzwischen war Prym als Professor an das eidgentssische Poly
tochnikum nach Zirich berufen worden (1865), und dort verdffentlichte
er die ehen geschilderten Untersuchungen tiber die hyperelliptisehen
Fuuktionen in der vomn Juni 1866 datierten Abhandlung ,Zur Theorie
der Functionen in einer zweiblittrigen Fliche* im 22. Bande der Denk-
sehifton der Sehweiz. Naturf. Gesellschaft.

Diese Abhandlung Pryms wurde fiir die Mathematik von weit-
fragonder Bedeutung; denn ihr war es, neben den Abhandlungen Rochs*),
“ vordanken, wenn die Riemannsche Abhandlung tber die ,Theorie
dur Abelschen Functionen®, die, wie Brill und Noether in ihrem
Havieht iiber ,die Entwicklung der Theorie der algebraischen Functionen
i lilterer und neuerer Zeit“ (Jahresb. d. D. Math.-Ver. Bd. 3, 1894,
. 266) sagen, in ihrer knappen Darstellungsform, ihrer Gedankenfiille
und ihrer Tiefe fiir die mathematische Welt ein Buch mit sieben Sie-
weln geblieben war, nunmehr zum Gemeingut der Mathematiker und
damit zugleich zu einem vielumworbenen Objekt weiterer Forschung
wurde, und diese Ziiricher Abhandlung Pryms hatte auch Christoffel
im Auge, wenn er in seiner ,Vollstindigen Theoric der Riemannschen
#-Function (Math. Ann. Bd. 54, Ges. math. Abhandlungen Bd. 2, 1910,
8. 316) die unbeschreiblichen Verdienste in Erinnerung brachte, welche
Prym sich um das Verstindnis Riemanns erworben habe. Fiir Pryms
Stellung als Schiiler Riemanns aber wurde das Jahr 1866 noch dadurch
von besonderer Bedeutung, daB in ihm zuerst Riemann selbst am
20. Juli und dann der vorher genannte Roch am 21. November starben
und Prym nun zuniichst allein die Aufgabe zufiel, die Riemannsche Lehre
weiterzufiihren.

Welcher Art die Untersuchungen waren, die Prym in den nun
folgenden Jahren in dieser Richtung anstellte, sehen wir aus den Ab-
bandlungen, die er, 1869 als ordentlicher Professor an die Universitat
Wiirzburg berufen, in diesem Jahre von dort aus versffentlichte: »lur
Integrationder gleichzeitigen Differentialgleichungen o i, Py

cx 0y’dy ox ’?
vom Sommer 1869 (J. f. Math. Bd. 70, S. 354); ,Beweis zweier Sitze der
Functionentheorie, vom September 1869 (J. . Math. Bd. 71, S. 223);
»Uber ein Randintegral®, vom November 1869 (J. f. Math. Bd. 71, S. 305).

Prym war hier von dem Resultate Riemanns ausgegangen, dafl
zu jeder graphisch willkiirlich gewiihlten mehrblattrigen Fliche immer
eime Gruppe sogenannter Abelscher, in der zerschnittenen Fliche ein-
wertiger Integrale existiert, und ferner, daB diese Abelschen Integrale
solche Funktionen u - »¢ von z und y sind, daB sie durch die Bedingimg,

") Hab.-Schrift Halle 1863; J. f. Math. Bd. 61-—68, Zeitschr. f. Math. Bd. 4—11.
1%
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den glotohzoitigen partiollen Differentialgleichungen 7 o :;J ,‘53 s g';:
s gonfigen, und durch passend gewdhlte vonemandel unabh;xrngige
Grene: und Unstetigkeitsbedingungen vollstindig bestimmt werden
lonnen, und hatte die Moglichkeit eines Fortschrittes in der Funk
tionentheorie in dem Versuche erkannt, das obige System von Diffe-
rentinlgleichungen unter Zugrundelegung neuer charakteristischer Grenz-
bedingungen zu integrieren. Solche Bedingungen aber erhielt er, in-
dem er das Verhalten der Abelschen Integrale, beim Uberschreiten der
Querschnitte um Konstanten zuzunehmen, dahin verallgemeinerte, daB
sie bei diesem Uberschreiten in ganze lineare Ausdriicke von sich selbst
iibergehen sollen.

Wie weit Prym schon damals bei seinen Untersuchungen vor-
gedrungen war, zeigt der Umstand, daB die erste der drei genannten
Abhandlungen bereits jenen Fundamentalsatz und die dritte jene Fun-
damentalformel enthielt, welche in der von Prym und Rost 1911 ver-
6ffentlichten ,Theorie der Prymschen Iunktionen erster Ordnung® den
AbschluB des ersten Teiles (6. und 7. Abschnitt) bilden. Prym hatte
damals auch bereits mit der Ausarbeitung begonnen und die vom Mai

1871 datierte Abhandlung: ,Zur Integration der Differentialgleichung
wa{—a " — 0% (J. £ Math. Bd. 78, 8. 340) deckt sich in ihrem Probleme

mit dem 1. Abschnitte des 1. Teiles deg Prym-Rostschen Werkes. Aber
dic genauere Vergleichung der beiden Stiicke liBt anch den bedeutenden
Unterschied zwischen dem damaligen BStandpunkte Pryms und dem
spiteren, des Prym-Rostschen Weorkes erkennen, indem Prym der
Randfunktion nur eine endliche Anzahl von endlichen Sprungunstetig-
keiten gestattet, wihrvend ihr spiiter lediglich die Bedingung der Endlich-
keit und Integrierbarkeit anferlegt int. Indem Prym sich aber bald von
der Unzuléssigkeit der von ihm eingefithrten Beschrinkung iiberzeugte,
und indem er zugleich die Unzulinglichkeit des ihm bisher als Grund-
lage seiner Existenzbeweiso dienenden Dirichletschen Prinzips erkannte,
konnte er wohl zu der Ansicht kommen, der auch im Vorworte des
Prym-Rostschen Werkes Ausdruck gegeben ist, daf sich dem Aufbau
der Theorie sowohl hingichtlich der strengen Beweisfithrung wie hin-
sichtlich der klaren Darstellung so mannigfache Schwierigkeiten ent-
gegengestellt hitten, dail er fir sich allein nicht imstande gewesen wiire,
sie zu diberwinden. So hat er das in seiner ersten Abhandinng gegebene
Versprechen, daf seine Untersuchungen ,in ihrer Gesamtheit in kurzer
Zeit versffentlicht werden sollen”, leider nicht eingeldst, und doch hitte
er darin ein Mittel sehen kinnen, der von ihm beklagten Abkehr der
Mathematiker von den Methoden Riemanns entgegenzuwirken.

{08 war das Verdienst . Kleing, durch sein Buch SUber Riemanng
Theorie der algebraischen Functionen und ihrer Integrale® 1852 das
loteresse der Mathematiker Riemann wieder zugewendet zu haben, wid
aus dessen Vorwort erfahren wir, daB er seine in sich abgeschlossens
(esamtauffassung der Riemannschen Theorie ganz wesentlich einer Unter-
haltung mit Prym (1874) verdanke.

lm Juhre 1872 erbielt Prym einen glinzenden Ruf an die neu-
crvichiele Universitit StraBburg. DaB er diesem Rufe, der ihm ein
grtberes und fruchtbareres Feld fir seine Lehrtatigkeit erdffnet hiitte,
uleht Folge leistete und auch eine nach mehreren Jahren ihm noch-
wnle angebotone Gelegenheit, nach StraBburg iiberzusiedeln, ablehnte,
hihien seine Froande stets bedavert. -

Vo Jund M'}"i”j slammb eine Abhandlung: ,Zur Theorie der
Gamumafunetion” (1, & Math, Bd, 82, 8. 160), in der Prym zeigt, da
Jede dor heuden d\mw Zevlegung der Funktion I'(#) in eine Reihe von
Partlalbyfichen einerseits und eine Reihe von ganzen Potenzen von #
anderersoils sntstehenden Funktionen P(#) und @(2) darch ebenso ein-
fuche Bedingungen wie I'(¢) selbst vollstindig definiert werden kann,
and vom Mirz 1877 datiert Prym seinen ,Beweis eines Riemannschen
Hutzes® (J, £ Math. Bd. 83, S. 251), in welchem er zeigt, dab jede in
der n-bliittrigen, die Vnr7welgung der durch eine irreduzible Gleichung
1'(5,8)== 0 definierten alo'eblalschen Funktion s von z reprisentierenden
[iche 7' einwertige Funktion ¢, die nur fiir eine endliche Anzahl von
Punkten der Flache von ganzzahhgur, endlicher Ordnung unendlich wird,
sine rationale Funktion von z und s ist.

Im Herbste 1878 wurde Prym durch einen Zufall an eine For-
wel erinnert, welche ihm Riemann 1865 bei ihrem Zusammensein in
Pisa mitgeteilt hatte, und er nahm, dadurch veranlaBt, damals abge-
hrochene Untersuchungen wieder auf, welche ihn nun durch eine Reihe
von Juhren beschiiftigen sollten und an denen mich Prym vom Januar
1881 an teilnehmen lieB.

Fiir die eben genunnte Formel, die Prym die Riemannsche Theta-
formel nannte®), hatte er schon 1865 auf Riemanns Anregung einen
Beweis verfaBt, der sich auf jenes Prinzip der Zexlegung einer perlodl—
schen Funktion stiitzte, das Riemann in seiner Vorlesung vom W.-5.
1861/62 auseinandergesetzt hatte ™) Dieser Beweis bildet, ohne wesent-
liche Abéinderung, den Inhalt der Abhandlung: ,Die Riemannsche Thefa-
formel*, der ersten jener fiinf Arbeiten, die Prym 1882 zusammen u, d T

*) Riemanns (fes. math. Werke. Nachtrige, S. 98.

**y Ebd. 8. 1.



yUntersichungen fiber die Riemannsche Thetaformel und die Riemann-
sehe Charaktoristikentheorie® herausgab.

L dor sweiten Abhandlung: ,,Verallgemeinerung der Riemannschen
Thetatormel” hat Prym zo dem Zwecke, die Natur der Riemannschen
Thetaformeal klurzustellen, eine Formel von allgemeinem Charakter auf-
gontellt, weloher an Stelle des jener zugrunde liegenden speziellen in-
volutorieh orthogonalen Systems das allgemeinste derartige System
untergelogt ist.

In der dritten Abhandlung: ,Beweis einiger Charakteristikensitze®
werden die von Riemann in seiner Vorlesung vom W.-S. 1861/62
mitgeteilten Sitze iber die Anzahl der geraden und der ungeraden
Charakteristiken und iiber die Anzahlen der verschiedenen Zerlegungen
einer Charakteristik in zwei bewiesen. Den letzteren Satz hatte Rie-
mann in seiner Vorlesung ohne Beweis angegeben.¥)

Die vierte Abhandlung: ,Verallgemeinerung der Riemannschen
Charakteristikentheorie® kniipft an die Ziiricher Arbeit iiber die hyper-
elliptischen Funktionen an. In dieser war Prym, indem er das System
der p Riemannschen Normalintegrale von einem Verzweigungspunkte
zu den 2p -+ 1 ibrigen erstreckte, erstmals zu einem Fundamental-
system von Periodencharakteristiken (a,), (@), ..., (a,,,) gelangt und
hatte nachgewiesen, daB, wenn man mit [x] die Summe der ungeraden unter

p—2m—1

ihnen bezeichnet, die hyperelliptischen Thetafunktionen &[x -4- >'a] ()
p—2m—-2

und # [x + >a] () samt allen Derivierten der 1ten bis mten, nicht aber

der (m -+ 1)ten Ordnung fiir (v)=(0) verschwinden, woraus sich dann

¥4 p—4m—3 p—4dm—4

sofort ergab, daB die Charakteristiken [x -+ Sa], [x + Sa], [x + Sa]
p—dm—1 p—am—2

gerade, die Charakteristiken [z Sa], [ + Da] ungerade sind. In-

zwischen hatte Stahl*¥) gezeigt, daBl die 2p - 1 Charakteristiken (a)

* Riemanns Ges. math. Werke. Nachtriige, S. 61.

#) H. Stahl, Beweis eines Satzes von Riemann iiber & -Charakteristiken.
J. £ Math. Bd. 88, 1880, 8. 278. Uber die Frage, inwieweit Riemann bereits
die azygetische Eigenschaft der Periodencharakteristiken eines Fundamentalsystems
gekannt hat, vgl. die Bemerkung Noethers 8. 60 der ,Nachtrige* in Anmer-
kung (10). Der 7. Abschunitt (ebenda S. 50) zeigt, daB das, was Prym im Vor-
worte seiner vereinigten fiinf Abhandlungen 8. VII iiber Riemanns Behandlung der
I'undamentalsysteme sagt und irrtiimlich als bereits in seiner Ziiricher Arbeit mit-
geteilt bezeichnet, aus der Riemannschen Vorlesung vom W.-8. 1861/62 stammt,
in der Riemann in der Tat die Haupteigenschaft der Fundamentalsysteme ohne
Benutzung der hyperelliptischen Integrale durch den Schluf von p auf p 41 ab-
geleitet und daraus die Folgerung gezogen hat, daB diese Systeme auch fiir die
allgemeinen Abelschen Funktionen verwendbar sind.

wien Fundamentalsystems paarweise azygetisch gind und dall f%m ’tiu‘rnh
diess Wigensehaft definiert werden kénnen. Prym vc;.amllgmnm'mart“ jm?
diess Fundamentalsysteme von 2p +1 (Hmmkh@rmhl@ 0 Systamgn}.
yon 2p -+ 2, indem er zu ihnen eine beliebige C‘hmukt‘:erlstnk addm;t umf
diese welbut als (2p +2)te hinzunimmt; er erhilt so Systelme von 2p {3
Charplcberistiken, welche ganz shnliche Eigenschaften wie die fritheren
won 9p + 1 aufweisen; heute werden sie als Fundamentalsysteme von
ielnchinrakteristiken bezeichnet.
mmw:t\;:nm man in der Riemannschen Thetaformel an Stelle' der auf
{hrer linken Seite vorkommenden Charakteristik [7] der Rglhe nach
die shmtlichen 227 Charakteristiken treten liBt, so entsteht ein System
von 2'7 (Hleichungen. Der Untersuchung dieses Gl.eichunge'nsystems hat
I'yym seine finfte Abhandlung: ,Uber ein fiir die Theorie fier Theta-
functionen fundamentales System linearer Gleiahuggen“ gew1d.1ne.t und
darin sowohl das Weierstrafische Additionstheorem (.ier hyl)(?reﬂlptlschen
Thetafunktionen®) wie das 1880 ziemlich gleichzeitig von Stahl, Noe-
{her und Frobenius fir p>3 aufgestellte Additionstheorem der all-
gameinen Thetafunktionen ™) aus der Riemannschen Thetafo‘rme1 abg(.a-
loitet. Auf Pryms Veranlassung hatte ich™) inzwischen eine Theorie
der 16 Thetaﬁinktionen des Falles p — 2 bearbeitet und da,‘t.Jm alle Re-
lationen, welche die algebraischen Beziehungen zwischen diesen Funk-
{ionen bestimmen, aus einer mit Hilfe der Riemaunnschen The.taformel
sewonnenen linearen Formel zwischen 6 Thetaprodukten abgeleitet. Als
Rnulogon dieser Formel ergab sich fir den Fall p>2 eine Formel von
(.27—? Gliedern, deven Ableitung ans der Riemannschen Thetaformel
im Frithjahr 1882 den Abschluf der fiinften Abhandlung Plfyms bildete.
Unterdessen hatte Prym eine ,kurze Ableitung der meangschen
Thetaformel®, die er 1880 gefunden hatte ur.xd' dle‘smh anf die ?e—
stimmung der Thetafunktion durch ihre Periodizititseigenschaften grim-
det im 93. Bande des J. f Math. vertffentlicht. .
) Von zwei verschiedenen Seiten bekam Prym im Juli 1882 gleich-
seitig Anlaf zur Fortfilhrung seiner Untersuchungen ii’-)er‘rl‘heta,funk-
tionen. Binmal fand er, daB man die Riemannsche Thetatormel auch

*) Konigsberger, Uber die Tr‘:msformafnion der Abelschen Funciionen erster
Ordnung. J. f. Math. Bd. 64, 1865, 8. 17. . . .

# ¥ Stahl, Das Additionstheorem der &-Functionen mit p Argumen en.
1. f \x;ath Bd. 88, 1880, S. 117; Noether, Zur Theorie der Thetafunctionen von
J. £ Math. Bd. 0, : N emen 2
belichig vielen Argumenten. Math. Ann. Bd. 16, 1880, 8. 270; K robenius, Lbe(r
das Additionstheorem der Thetafunctionen mehrerer Variabeln, J. f. Math. Bd. 89,
1880, S. 185. ' ‘

w8 Krazer, Theorie der sweifach unendlichen Thetareihen auf Grund der
Riemannschen Thetaformel. 1882
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antor Versioht auf wlle funktionentheoretischen Hilfsmittel durch direkte
Uniformung dor ithre linke Beite darstellenden 4 p-fach unendlichen Reihe
ix}r*l}mltm; lann, wenn man nur das von Jacobi*) zur Gewinnung Eilm:
ioher Formeln angewandte Verfahren der Einfihrune -
tionsbuehetaben vermittelst einer linearen Substituti(?n n;?:rdismﬁ?z-
sehiohung eines Faktors verbindet, der (von #hnlicher Wirkune wie
dor Dirichletsche diskontinuierliche Faktor bei den bestimmtenolnte;
gralen) gestattet, die zunichst eingetretene Beschrinkung der neuen

Bummation aufzuheben.®#)

Den auf diesem direkten Wege gewonnenen Beweis der Riemann-
schen Thetaformel hatte Prym schon am 10. Juli 1882 in autogra-
phischer Vervielfiltigung den Fachgenossen mitgeteilt und verdffent-
lichte ihn 1883 im 3. Bande der Acta mathematica: »Bin neuer Beweis
fiir die Riemannsche Thetaformel“ Er wandte aber das nimliche Ver-
l':.:hren in der am gleichen Orte erscheinenden Abhandlung: ,Ableitung
ciner allgemeinen Thetaformel“ auch auf die frihere ,,Ver;ngmeinec-,
rung der Riemannschen Thetaformel“ an und fand so nicht nur fiir
diese gleichfalls einen direkten Beweis, sondern erkannte zugleich auch
dafl die bisherige Beschréinkung auf iuvolutorisuh-orthogon:le Systemé
unndtig gewesen war, daf vielmehr der Formel jedes beliehice ortho-
gonale System zugrunde gelegt werden kann. )

Anderer Art war die Auregung, welche die Untersuchungen iiber
Thetafunktionen durch den Umstand erfubren, daf ich, der ich (?umuls in
Leipzig bei F. Klein weilte, von diesem aufgefordert wﬁrde, die zwischen
Thetafunktionen mit Drittelcharakteristiken (r==3) bestehenden Rela-
tionen zu erforschen, und gleichfalls im Juli 1882, um eine sichere
Grundlage fiir diese Untersuchungen zu gewinnen, aus der Prymschen
allgemeinen Thetaformel spezielle Formeln ableitete™*); dadurch gewann
diese Formel, die bisher ausschlieBlich zur Aufhellung der Natur der
Riemannschen Thetaformel dienen sollte, eine neue Bedeutung. Im Fe-
bruar 1883 haben wir dann zusammen die soeben genannten Formeln

#) Jacobi, Theorie der elliptischen Funktionen, aus den Eigenschaften der
Thetareihen abgeleitet. Ges. Werke Bd. 1, 8. 503,

“*) Erst als ich spiter (Math. Ann. Bd. 52, 1899, 8. 369) diese Methode der
Umformung auf ganz beliebige unendliche Reihen anwandte, wurde der volle Ein-
blick in die inneren Vorgiinge eines solchen Umwandlungsprozesses erschlossen und
erkannt, daB das Resultat der Umformung einmal durch gruppenweises Zusammen-
fassen von Gliedern der gegebenen Reihe zu Teilreihen, weiter aber durch Ein-
schieben von Gruppen neuer Glieder, die zusammen den Wert Null haben, zu Stande
kommt; dieses Einschi_eben neuer Glieder wird durch den Prymschen F&kt’or erreicht

***) A. Krazer, Uber Thetafunktionen, deren Charakteristiken aus Drittelxi
ganzer Zahlen gebildet sind, Math., Ann. Bd. 22, 1883, 8. 416.

dop Pallos 7 == 3 auf beliebiges » ausgedehnt und damit eine Formel
gowonnen, welche uns fiir die FErforschung der zwischen Thetafinke
tionen mit ™ Charakteristiken bestehenden Beziehungen von der gleichen
Bedoutung schien, wie es die Riemannsche Thetaformel im Falle » « 2
inl, und die wir daher unter dem Titel: ,Uber die Verallgemeinerung
dor  Wivmnnnschen Thetaformel im 3. Bande der Acta mathematica
vurittontlichben,

Wilhirend der nun folgenden 6 Jahre haben Prym und ich, die wir
tink tiglich zu gemeinsamer Arbeit zusammenkamen, die Untersuchungen
ihor Thetafunktionen fortgesetat.

Die erste Aufgabe, die wir uns stellten, war die, zu untersuchen,
i welcher Weise sich das Prymsche Verfahren der direkten Umformung
dor win Produkt von 2 Thetafunktionen darstellenden #np-fach unend-
lichen Rethe auf den Fall ausdehnen lasse, daB dic 7 Thetafunktionen
vorschiedene Modulen besitzen. s gelang uns schon 1884 die allge-
moinste derartige Formel aufzustellen, die wir ,Fundamentalformel der
Thetafunktionen mit rationalen Charakteristiken“*) nannten.

Daneben waren wir bestrebt, aus dieser Fundamentalformel, in der
alle bisher bekannten derartigen Formeln als spezielle Fille enthalten
waren, aufler diesen noch weitere spezielle Formeln abzuleiten, welche
ung ftir die Untersuchung der zwischen Thetafunktionen bestehenden
algebraischen Beziehungen brauchbar schienen.

Als wir aber Thetafunktionen mit verschiedenen Modulen in den
[Creis unsercr Betrachtungen zogen, hatten wir bereits das Gebiet der Trans-
formation der Perioden beschritten, und es lag nun nahe, daf wir auch fiir
das allgemeine Transformationsproblem nach einer alle speziellen Falle um-
fassenden Formel suchten und gleichzeitig bestrebt waren, diese Formel
durch direkte Umformung der Thetareihen zu erhalten. Diese Bemiihugen,
deren Anfinge schon in das Jahr 1882 zuriickreichen, machten aber den ent-
scheidenden Fortschritt erst, als Prym im Friihjahr 1885 erkannte, daf
man gewisse einfache Thetaformeln als lineare Transformationsformeln,
deren Transformationszahlen gebrochene Zahlen sind, auffassen kénne.

Diese Erkenntnis zusammen mit der, dafl bei jeder linearen Trans-
formation, auch wenn die Transformationszahlen gebrochene Zahlen sind,
sich die urspriingliche Thetafunktion immer linear durch die transfor-

mierten aunsdriicken lasse, veranlafte uns, nicht mehr, wie es bisher zu

*) Bei dieser Gelegenheit ist es vielleicht interessant zu bemerken, daf die
von Weierstrafl aufgestellte, aber erst im Jahre 1903 im 3. Bande seiner Mathe-
matischen Werke S. 128 u. d. T. ,Verallgemeinerung einer Jacobischen ' Theta-
formel* verdffentlichte Formel mit dieser Formel iibereinstimmt; speziell ist die
Woeierstrafsche Formel (II) genau unsere Fundamentalformel.
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gonchohian pllogle, die ganzzahlige, sondern die lineare Transformation
i den Mittelpunkt der Theorie zu stellen. Wir definierten drei von uns
ale olemontare® benannte lineare Transformationen, leiteten die ihnen
aubsprechionden Formeln durch direkte Umformung der Thetareihen ab
und weiglon, dab jede lineare Transformation sich aus solchen elemen-
taten i so einfacher Weise zusammensetzen lasse, dafi es moglich war,
auch die der allgemeinen linearen Transformation entsprechende Theta-
formel durch Zusammensetzung der den elementaren entsprechenden zu
erhalten, Die nichtlineare Transformation konnte endlich aus der li-
nearen und zwei ganz speziellen nichtlinearen zusammengesctzt und auf
diese Weise auch die ihr zugehorige Thetaformel erhalten werden, deren
(iewinnung den SchluBstein fiir die von uns aufgestellte Transformations-
theorie bildete.

Unsere Untersuchungen waren im wesentlichen abgeschlossen, und
wir hatten schon mit der Ausarbeitung begonnen, als wir durch meine
Berufung nach StraBburg getrennt wurden. Bald erkannten wir, daB
die Verdffentlichung unserer Untersuchungen in der von uns beabsich-
tigten ausfiihrlichen Gestalt unter den so geiinderten Verhéltnissen in
absehbarer Zeit nicht durchfiihrbar sei, und kamen daber 1891 dahin
iiberein, dafl ich aus unseren Manuskripten cinen Auszug verdffentlichen
solle, der die von uns gewonnenen Resultate vollstiindig enthalte, zugleich
aber auch einen genauen Einblick in die angewendeten Methoden ge-
wihre. Dieser Auszug erschien 1892 unter dem Titel: ,Neue Grundlagen
einer Theorie der allgemeinen Thetafunktionen.

Die wiederholte Beschiftigung mit den orthogonalen, involutorischen
und orthogonal-involutorischen Substitutionen gab Prym Veranlassung,
die Darstellung der Koeffizienten dieser Substitutionen durch voneinander
unabhingige Parameter, die bisher nur fiir die orthogonalen Substitu-
tionen behandelt worden war, aunch fiir die involutorischen und die or-
thogonal-involutorischen durchzufithren. Die vollstindige Losung dieser
Aufgabe hat ex im November 1891 der Gothinger Gesellschalt der Wissen-
schaften vorgelegt und im 38. Bande ihrer Abhandlungen verSffentlicht.

Inzwischen hatte Prym an Host einen neuen Mitarbeiter gefunden
und ging im November 1892 mif diesem an die Hrginzung und Aus-
arbeitung jener Untersuchungen, welche er vor mehr als zwanzig Jahren
iiher Funktionen, die beim (berschreiten der Querschnitte in lineare
Ausdriicke von sich selbst iibergehen, begonnen und deren damalige
Hauptergebnisse er im Journal filr Mathematik verdffentlicht hatte.

Bs handelte sich bei der Theorie dieser Funktionen, fir welche
jetzt der Name ,Prymsche Funktionen 1. Ordnung® gewihlt wurde, zu-
nichst um ihrven Existenzbeweis. Dieser Bewels wurde in dem ersten

Teild, den ,Grundlagen der Theorie“, erbracht. Prym und Koul he
ginnen mit der von Prym im 71. Bande des J. f. Math. unter wesentlichon
Beschrinkungen durchgefithrten Integration der partiellen Differential
gleichung Ju =0 fiir eine schlichte Kreisfliiche, fiihren sie dann fir oine
v-blittrige, einen (v — 1)-fachen Windungspunkt umgebende Kreisfliche
und unter Anwendung der Methode der sukzessiven Influenzen fiir cine
von zwei konzentrischen Kreisen begrenzte Ringfliiche durch und lassen
hierauf die Losung der gleichen Aufgabe fiir eine einfach zusammen-
hingende Riemannsche Fliche 7" folgen unter der Bedingung, dall u
in vorgegebenen Punkten in vorgegebener Weise unstetig werde und

lings a,: u* = A,u~ + %,

lings b,: ut = Bu~ + B,, (r=1,2...p)

langs ¢,: u™ = u~,
sei, wobei die 4, B simtlich den Modul 1 haben*), die Konstanten A, B
aber mit ihnen durch die fir das Zusammenbestehen der gestellten Be-
dingungen notwendigen Relationen (1—B,) %, = (1 — A4)8, (v=1,2,...p)
verkniipft sind. Dieser Beweis bildet den Schwerpunkt des ersten Teiles.
Nachdem er erbracht ist, kann die Aufstellung und der Bewcis des von
Prym schon frither (J. f. Math. Bd. 70, S.359) aufgestellten Fundamen-
talsatzes geschehen, in welchem eine Funktion W der komplexen Ver-
inderlichen 7 gefordert wird, die in vorgegebener Weise nustetig werde

und fiir welche

lings b,: Wt = B W- 43, {1 By}
lings ¢,;; Wte= W=+ €,
endlich fiir die nach den Unstetigkeitspunkten fithrenden Schnitte I
lings 1 W* s W= o 270X, (0 1,2,...)
ist; dabei bestehen jefzb zwischen den Konstanten, fir welche wie frither
mod A, = mod B, == 1 ist, die Relationen :

(1—B)A, —(1—A4)B,=C, €6 +2xi3¢=0

Der Beweis der von Prym schon frither (J. f. Math. Bd. 71, S. 314)
aufgestellten Fundamentalformel bildet den SchluB des ersten Teiles.
dessen Ausarbeitung Prym und Rost im Jahre 1900 beendet hatten.

Die Aufgabe des zweiten Teiles ,Das System der Funktionen® be-
steht darin, aus den im Fundamentalsatze des ersten Teiles charakteri-
sierten Funktionen W gewisse einfachste auszuwihlen, aus denen sich

# (Tber Punktionen, bei denen den Grifien 4, B diese Beschriinkung nicht
auferlegt ist, siehe die Bemerkung Pryms J. f. Math. Bd. 70, 8. 361.
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alle pndeven Hoeur zusammensetzen lassen, und sodann mit Hilfe der am

3 i s o | m b. ) A ! \ g : g
Sehlusse dos erston Teiles gewonnenen Fundamentalformel die zwischen

thuen hostehendon Beziehungen zu ermitteln.

’ Dabei ergaben sich wesentliche Unterschiede, je nach den Werten
der nur an die Bedingungen mod. 4, — mod. B,—=1 gekniipften GroBen
Ay, B, (v=1,2,...p). Das Paar 4, B, wird ein eigentliches oder un-
eigentliches Faktorenpaar genannt, je nachdem die beiden GréBen 4, B
nicht beide oder beide den Wert 1 haben; nennt man dann weiter”da;
System der p Faktorenpaare 4, B, eine Charakteristik, so heiBt eine
s.olu'ho eine gewshnliche oder gemischte, Jje nachdem die p Paare simt-
lich oder nur zum Teil eigentliche sind; jene Charakteristik aber, bei
der alle Paare uneigentliche sind, wird die ausgezeichnete Charakteristik
genannt. Die der ausgezeichneten Charakteristik entsprechenden Funk-
tionen sind die der Riemannschen Theorie.

. Schon bei Bestimmung der allenthalben endlichen Elementarfunk-
tionen zeigt sich, wie Prym tibrigens schon J. f. Math. Bd. 70, 8. 361
an'gegeben hat, ein bemerkenswerter Unterschied. Wihrend es in der
Riemunnschen Theorie, also bei ausgezeichneter Charakteristik, p linear
unubhingige allenthalben endliche Funktionen gibt, aus denen7 sich die
allgemeinste derartige Funktion linear zusammensetzen liiBt, besteht im
Falle einer gewthnlichen oder einer gemischten Charakteristik schon
zwisch_en » solcher Funktionen eine lineare Relation.

Wihrend es weiter bei der Bildung algebraisch unendlich werden-
der Elementarfunktionen keinen wesentlichen Unterschied macht, ob die
zugehoérige Charakteristik eine gewdhnliche, gemischte oder die’ ausge-
zeichnete ist, zeigt sich dieser Untersehied um so tiefer gehend bei den
logarithmisch unendlich werdenden Funktionen. Bei gewdhnlicher oder
gemischter Charakteristik kounen ohne weiteres Funktionen gebildet
werden, welche nur an einer Stelle logarithmisch unendlich werden.
In der Riemannschen Theorie ist dies bekauntlich nicht der Fall, die
Verfasser haben aber gefunden, daB auch fir diese eine nur in e)i.uem
Punkte logarithmisech unendlich werdende Funktion geschaffen werden
kann, wenn man auf die Konstanz der Periodizititsmodulen an den

S.chnitten b verzichtet. Die Konstruktion dieser Funktion P, !7}3‘, fiir
welche ’

&

lings a,: Pt e P

lings b,: Pt P-4 =) — 297 2k, o w2
» P 4 )
hl).‘lgs N Pt e P- Jlr’r 1,’

lings 1,: Pte= P-4 2xi,

I'mearien rrym.

ist, wo die %, die aus der Riemannschen Theorie bekannben Konstunton
vertreten, und die also keine Funktion W im Sinne des Fundamen
talsatzes ist, gelang den Verfassern im Jahre 1893; sie bildet einen dor
interessantesten Resultate der ganzen Theorie. Nachdem so fiir jode
Charakteristik die Elementarfunktionen aufgestellt waren, konnten die
Verfasser an die Erledigung des eingangs aufgestellten Programms gehen,
die allgemeinste zur gegebenen Charakteristik gehorige Funktion W aus
den Elementarfunktionen linear zusammenzusetzen und die zwischen den
Elementarfunktionen selbst bestehenden Beziehungen zu ermitteln. Ihre
Untersuchungen waren im Jahre 1900 im wesentlichen abgeschlossen,
1901 gingen die Verfasser an die Ausarbeitung, die 1906 vollendet war.

Aber noch fehlte dem Werke jener AbschluB, den Prym von vorn-
herein fiir dasselbe im Auge gehabt hatte, ndmlich die Erzeugung der
Riemannschen Thetafunktion; diese gelang den Verfassern erst in den
Jahren 1909—11, und damit war das Werk abgeschlossen, das u. d. T.:
»Theorie der Prymschen Funktionen erster Orduung im Anschluf an die
Schopfungen Riemanng® 1911 kurz vor dem 70. Geburtstage Pryms den
Mathematikern itherreicht wurde,

Wie schon der Titel andeutet, bilden diese Funktionen nur die ein-
fachste Klasse allgemeinerer Funktionen; dariiber sagt das Vorwort des
eben genannten Werkes: ,Die Theorie der Prymschen Funktionen Nter
Ordnung, die dadurch charakterisiert sind, daf sie in Gruppen von N Funk-
tionen beim Uberschreiten der Schnitte lineare Transformationen erleiden
und zugleich durch voneinander unabhingige Grenz- und Unstetigkeits-
bedingungen vollstindig bestimmt werden konnen, liBt sich mit Hilfe
des allgemeinen Prymschen Modulsatzes in ganz analoger Weise durch-
fithren, wie es hier fiir die Funktionen erster Ordnung geschehen ist.
Wir hoffen, daf es uns vergtnnt ist, auch diese, in ihren Grundziigen
lingst vorhandene, Theorie in gemeinsamer Arbeit ausfiihrlich zn ent-
wickeln“ Diese Hoffnung ist leider nicht erfiillt worden. Zwar haben
die Verfasser noch im Jahre 1911 die Arbeit aufgenommen, die sie so zu
teilen beabsichtigten, daB Prym den Existenzbeweis durchfiithren wollte,
withrend Rost die Entwicklung der Bigenschaften der Funktionensysteme
iibernahm; aber obwohl Prym noch in den letzten Monaten seines Lebens
an dem von ihm {ibernommenen Teile fleifig gearbeitet hatte, konnte er
ihn doch nicht mehr znm Abschluf bringen; die Vollendung des ganzen
Werkes fillt jetzt Rost allein zu; Prym aber hatte das Gliick, und das
hat er in den letzten Jahren immer wieder als solches bekannt, in un-
geschwiichter Geistesschiirfe und unverminderter Ausdauer an der ihm
lieb gewordenen Arbeit bletben zu konnen, bis thm der Tod die Feder
aus der Hand nahm.
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I Bbudiongahive 1897/98 bekleidete Prym das Amt des Rektors
dor Universitiy soine am Stiftungstage der Hochschule gehaltene Fest-
rode behundelte die Kntwicklung der griechichen Mathematik von ihren
Aullingon bin zu threm Hohepunkte®.

Dio Hauptvorlesungen Pryms waren: Differentialrechnung, Theorie
der unbestimmten Integrale, der bestimmten Integrale, der Funktionen
einor komplexen Verdnderlichen. Jahrelang hat er auch Analytische
(teometrie regelmiBig wiederkehrend gelesen; daneben finden wir: Theorie
der Funktionen einer reellen Verdnderlichen, der Fourierschen Reihen
und Integrale, der gewthnlichen Differentialgleichungen, Zahlentheorie u. a.
Prym hat es nie als die Aufgabe soleher Vorlesungen angesehen, den
Zuhorern eine moglichst grofie Menge des Wissenwerten mitzuteilen,
sondern er begrenzte den Stoff ziemlich enge und vermied insbesondere
Lixkurse in die Geschichte oder Literatur des Gegenstandes. Nament-
lich die regelmifig wiederkehrenden Vorlesungen waren in Inhalt, Me-
thode und Form das Resultat sorgfaltiger, jahrelanger Arbeit. Der In-
halt war bis in jede Kinzelheit zuverlissig richtig, so daB auf ihn
der Horer unbesorgt weiterbauen konnte, die Methode war streng
und hielt sich frei von allen Scheinbeweisen, die Form war Kklar,
ohne Weitschweifigkeit und von einer Sorgfalt, wie wir sie sonst nur
beim gedruckten Worte zu finden gewohnt sind. Diese Eigenschaften
machten die Prymschen Vorlesungen von bedeutendem piadagogischen
Werte.

Im Kebrnar 1909 hat Prym mit dem Hinweise, daBl er am 31. Mérz
das 10. Jahr seiner Titigkeit als ordentlicher Professor in Wiirzburg
vollende, um Enthebung von der Verpflichtung zur Abhaltung von Vor-
lesungen und von der Leitung des mathematischen Seminars gebeten;
auf Wunsch des Ministeriums blieh er noch bis zum 1. Oktober im Amte.
Von dem Rechte Vorlesungen zu halten, hat er nach seinem Riicktritt
vom Lehramte keinen Gebrauch gemacht.

Zu seinem T70. Geburtstage hat die Stadt Wiirzburg ihn zu ihrem
Ehrenbiirger ernannt; zu seinem goldenen Doktorjubilinm verlieh ihm
die Universitit ihre Ehrenmiinze in Gold; beide Ehrungen brachten den
Dank fiir hervorragende Leistungen auf gemeinniitzigem Gebiete und
fiir reiche Stiftungen zum Ausdruck.

Prym war korrespondierendes Mitglied der K. B. Akademie der
Wissenschaften in Miinchen, der K. Gesellschaft der Wisscnschaften in
Gottingen, Ehrenmitglied der physik. mediz. Gesellschaft in Krlangen.
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