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Mathematik des 19. Jahrhunderts, mit den Bestrebungen, die
Substruktur des hohen Baus der Mathematik, speziell der Arith-
melik und der Analysis, zu erkennen. JZu derselben Zeit wie
Pasch stand auch Georg Cantor unter dem EinfluB der Vor-
lesungen von Kronecker und Weierstra. Es ist merkwirdig,
wic dasselbe Milieu so ganz Verschiedenes in den heiden ver-
schiedenen Ménnern hervorrief. In Cantors dem Mystisch-Spe-
kulativen zugeneiglem Geist entsland aus den Weicrstraf3’schen
Grundlagen der Analysis die Mengenlehre, die weit iiber das
direki menschlich Anschauliche hinaus dic Regionen des Trans-
finiten bewohnt, wo der Mensch sich iiber sich selbst schwingt
und den verschiedenen aktual - unendlichen Individuen, den
freien Schopfungen der Phantasie, anschauliche Namen erteilt
und sie mileinander verkniipft nach den in den Regionen
des Anschaulichen gellenden Gesetzen. Pasch dagegen fiihrte
das Gehorte dazu, tiberall in seinen Vorlesungen, ob sie nun
das Gebiet der Geometrie oder der Analysis betrafen. auf den
Grund zuriickzugehen und immer eingehender und licbevoller
ins Linzelne auflosend diesen Grund zu betrachten und darzu-
legen. Das entspricht e¢ben seiner besonderen Anlage, die sich,
wic er in seiner Selbstschilderung sagt, schon auf der Schule
gezeigl und ihn eigentlich zum Studium der Mathematik ge-
fihrt hat.

Und nun gehen wir einen Sehritt niher an das Buch heran.
In der Vorrede heil’t es: ,,daB die projektive Geomelric unab-
hingig von der Parallelentheorie besteht und sich ohne deren
Zuzichung begriinden laBt, hat zuerst Herr F. Klein bemerkt
und mehrfach erértert.” Kleins Gedankengang war etwa so:
1. Die Verkniipfungen von Punkten, Geraden und Ebenen sind nach
Einfiihrung der unendlichfernen Elemente, der unendlichfernen
libene und ihrer Punkte und Geraden, projektiv invariant. 2. Die
harmonische .age von zwei Punktepaaren ist projektiv invariant,
wie sich leicht aus den riiwmlichen Verkniipfungen ableiten 1a6t.
3. Durch sukzessive Konstruktion von harmonischen Quadrupeln
kann man von drei gegrbenen Punkten ciner Geraden aus-
gehend cin beliebiges Punktquadrupel dieser Geraden annihern.
Durch diese Konstruktion ist jedem Punkiquadrupel eine Zahl
zugeordnet, das sogenannle Doppelverhiltnis, das bei Projektion
unveridndert bleibt. Drei Punkte auf einer Geraden haben nur
mit einem vierten Punkt der Geraden ein vorgegebenes Noppel-
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verhiltnis. 4. Mit Hilfe der beiden Sitze iber das Doppelver-
hiltnis ist die projektive Geometrie leicht aufzubauen, etwa in
der Art der ,,Geometrie der Lage” von Chr. v. Staudt (dessen
Lehrstuhl in Erlangen F. Klein eine Zeitlang inne hatte).
Klein hatte aber dicsen Gedankengang nur skizziert, und
seinc Durchfiihrung bot einige erhebliche Schwierigkeiten. Zu-
nichst mufite Punkt 1 abgedndert werden, was natiirlich Klein
selbst bemerkt hatte. Gerade die Einfithrung der unendlich-
fernen Ebene erfolgt ja auf Grund des Parallelenaxioms. Was
war ohne das Parallelenaxiom zu machen? Bolyai und Lobat-
schewskij halten die Nicht-Euklidische Well mil den unendlich-
fernen Elementen als Grenzen der endlichen Elemente abge-
schlossen. Zwei Geraden einer Ebene hatten dementsprechend
einen endlichen Punkt oder einen der beiden auf jeder Geraden
gelegenen unendlichfernen Punkte oder gar keinen Punkt ge-
meinsam. Hier entstand also zunichst ein grofler Widerspruch
mit den projektiven Verkniipfungsregeln, die ausnahmslos gelten
miissen. Dies Problem hatte schon Klein erfat und konnte zu
seiner Losung gelangen, weil er als Reprisentanten der Nicht-
Euklidischen Geometrie die von Caylev aufgestellte kiinstliche
Geometrie erkannt hatte. Da sah Klein, daff die supraunend-
lichen Elemente, die Elemente, die jenseits der Grenzen des
metrisch Erreichbaren liegen, als Zentren von Geradenbiischeln
resp. als Axen von Ebenenbiischeln aufgefafit werden kénnen,
ebenso wie man durch eine Schar von Parallelen einen unend-
lichfernen Punkt bestimmt usw. So sagt er: ,,Hier ankniipfend
kann man rein geomelrisch solche idealen Elemente definieren,
wobei nur Ubung dazu gehort, um sich gerade so sicher in
diesen idealen Gebilden wie in den gleichbenannten wirklichen
Gebilden zurecht zu finden™ (1873). llier setzt Pasch ein, aber
mil einer ganz anderen Einstellung wie Klein. IThm geniigt nicht
die Sicherheit, sich in diesen idealen Gebilden zurechtzufinden,
sondern er will ihre Eigenschaften vollstindig auf die Eigen-
schaften der wirklichen Gebilde zuriickfithren. Denn wenn
man fir die wirklichen Gebilde noch die Anschauung als Lei-
terin der Schliisse zulassen kann, fiir die idealen Gebilde be-
steht ja nur das Vertrauen, daf$ sich dort dieselben Verhiltnisse
vorfinden wie bei den wirklichen Gebilden. Klein macht
aus Antipathie gegen die nicht intuitive, sondern rein logische
Schlulsweise in seiner eigentlich kiinstlerischen Einstellung einen
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IFehler 1m Selbstbeobachten. LEr merkt nicht, daf3 er bei dem
.,anschaulichen Operieren mit den idealen Elementen® das Bild
der Nicht-Euklidischen Geometric in der Cayley'schen Form
der Wirklichkeit substituiert. Pasch entwickelt aber gerade an
dieser Stelle zuerst den axiomatischen Standpunkt. Denn mit
den idealen Gebilden verbindet sich keine Anschauung, also
cdarf ich nur aus den fir sie abgeleileten Eigenschaften schlie-
fien. Diese Iligenschaften miissen aber, soweit sie projektiv sind,
formal mit den Figenschaften der wirklichen Elemente tiberein-
stimmen. Also werde ich dazu gefiihrl, ein fir die (projektiv-)
geometrischen Schliisse vollstindiges Syslem der Eigenschaften
der wirklichen Elemente aufzustellen: die Axiomatik ist
geboren. Aber Klein schreibt noch 189o mit besonderem Hin-
weis auf Pasch: ,,In der mathematischen Literatur scheint mir
betr. der Axiome fast allgemein eine Ansicht verbreitet, welche
von derjenigen abweicht, die ich fir richtig halte und von der
ich in meinen fritheren hierher gehérigen Arbeiten Gebrauch
gemacht habe, ohne mir des Widerspruchs gegen andere Mei-
nungen deullich bewul3t zu sein. Die betr. Ansicht geht dahin,
dall die Axiome die ,,Tatsachen' der ridumlichen Anschauung
formulieren und zwar so vollstindig, dal3 es bei geometrischen
Betrachtungen unnétig sein soll, auf die Anschauung als solche
zu rekurrieren, es vielmehr geniigt, sich auf die Axiome zu be-
rufen. Ich mochie zuniichst den zweiten Teil dieses Salzes be-
streiten. Line geomelrische Betrachtung rein logisch zu fihren,
ohne mir die Figur, auf welche dieselbe Bezug nimmt, fortge-
selzt vor Augen zu hallen, ist jedenfalls mir unméglich.” Iiiv
Pasch ist aber die Geometrie gleichzeitig empirisch, also Natur-
wissenschaft, in der Herleitung der Kernsitze, der Axiome, und
ganz rein deduktiv in ihrem \ufbau aus den Kernsitzen. Nlein
hat entschieden Unrecht, soweit es sich wenigslens um den Auf-
bau der projektiven Geomctrie handelt, denn mit den idealen
geomelrischen Elementen selber hat auch er nicht intuiliv
operieren konnen, sondern er ibertrug vertrauensvoll das Fir
die wirklichen Elemente Evidente. Iiir Klein ist gerade das
anschauliche SchlieBen das Wesentliche an der Geometrie. So-
wie sic algebraisch behandelt wird, wird sie nicht mehr als
Geometrie angesehen. Fir Klein gibt es neben der sprachlich
logischen auch eine anschaulich logische Form der Deduktion.
Das ist cine sehr intercssante Idec, aber sie wird jedenfalls
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heute durchaus nicht als richtig empfunden. reilich ge
brauchen wir auch in der strengsten axiomatischen Geomelrie
heute noch Figuren und schlieBen intuitiv mit Hilfe der Fi-
guren. Aber wir haben wenigstens die moralische Uberzeuguny,
daf jeder der Schliisse unanschaulich, rein deduktiv gemach
werden konnte, und mehr kann man zur Zeit nicht verlangen:
denn einstweilen ist es ja noch ein unberechenbar weiter Wog
bis zur volligen Algebraisierung der Geometric auf jeder Stufe
und in allen ihren Erscheinungen.

Wir fithren noch Pasch’s eigene Worte aus seiner Sclbsl-
schilderung an: ,Von dem. der an der Mathematik weiterbaut,
wird von Alters her verlangt, daB scin Gedankengang sich auf
reine Schluffolgerungen aus dem Vorhandenen zurickfihren
Jaf; erscheinen in dem Gedankengang Begriffe oder Sitze, die
dem nichl entsprechen, so sind diese als neue Grundbegriffe
oder neue Grundsiitze (neue Axiome) zu betrachten. In dem
jedesmal Vorhandenen miissen sich daher gewisse Begriffe un:l
Siitze als Grundbegriffe und Grundsitze erweisen, wihrend alles
andere aus diesen abgeleitet ist.. ... Auf jeder Stufe der Ent-
wicklung ... ist das Lehrgebdude der Mathematik erst haltbar.
wenn sich ein in sich widerspruchsfreier Kern herausheben und
der ganze Inhalt aus dem Kern folgern lafse.

In dic Gesamtheit der Strukturuntersuchungen reiht sich
die \rbeit von Pasch so ein, daB cr versucht, zu den c¢inzelnen
Hauptgebicten, der Geomelric und Arithmetik, eine Sammlung
von Kernsilzen zu finden, aus denen alle anderen Sitze rein
deduktiv folgen, und die threrseits wieder moglichst einfach aus
der Anschauung entnommen werden kénnen. Er hat dann auch,
noch tiefer dringend, die Struktur der Verkniipfung von Kern-
silzen und allgemeinen Lehrsiitzen untersucht. Darauf werden
wir spiler zuriickkommen.

Nun gehen wir dazu iber, das Buch selbst zu betracl_ltcn.
Zuniichst werden die nicht metrischen Eigenschaften der 1ibe-
nenstiicke, der Strecken und der Punkte auf diesen Gebilden
auf eine Anzahl Kernsiitze zuriickgefiihrt. Bei der sorgfaltigen
Zergliederung der mathematischen Schliisse entdeckl Pasch hier.
woran bisher die Geometer von Euklid an blind voriiberge-
gangen waren, die Kernsdtze fir die Anordnung der Punlkte
auf einer Strecke, der Punkte und Strecken eines Ebeunen-
stiickes. Jetzt konnten die einfachsten der projektiven Geomelrie
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angehorenden Lehrsitze fir das beschrinkte Raumstiick rein
logisch abgeleitet werden, zum ersten Male streng; d. h. die
Voraussetzungen waren vollstindig aufgedeckt, die bisher still-
schweigend, unbewult, intuitiv angenommen waren. Welch ein
Weg von den alten Babyloniern vor 4ooo Jahren, die den
schénsten geometrischen Lehrsilzen als Beweis einfach das
Worl ,,siche’ hinzufiiglen, bis zu Pasch! Wie muBte sich die
Sprache der Menschen, ja die ganze Denkart verindern, daf
cine solche starre Struktuierung des urspriinglichen Gemisches
aus Anschauung und Deduktion moglich wurde.

Dann kommt die Einfithrung der idealen Elemente, wesent-
lich in der schon von Klein skizzierten Weise. Aber jetzt wird
in langen mithsamen Deduktionen nachgewiesen, dafi man auch
fir die neuen Elemente Verkniipfung und Anordnung so defi-
nieren kann, dal3 fir die Gesamtheit der wirklichen und idealen,
Elemente die fiir den beschrinklen Raumteil ausgesprochenen
Kernsitze der Verkniipfung und Anordnung im erweiterten
Sinne gelten. Nun kann ein Teil der projektiven Geometrie
entwickelt werden. Hilbert hat im Jahre 1899 genau die Sitze
angegeben, die auf dieser Stufe gefolgert werden kénnen.

Hiernach kommt die zweite Schwierigkeit bei der Durch-
fohrung des Kleinschen Programms. Um den Punkl 3 zu er-
ledigen, mufs man zeigen, daf3 man von drei beliebigen Punkten
einer Geraden ausgehend durch sukzessive Konstruktion vierter
harmonischer Punkte in das Innere jeder Strecke hineinkommen
kann. Das kann man auf Grund der bis jetzt ausgesprochenen
Kernsiitze nicht beweisen, wie Hilbert spiiter (1899) gezeigt hal.
Man braucht also einen weiteren Kernsatz. Pasch fihrt nun hier
einen aus der Metrik stammenden Kernsalz ein, nimlich den,
daf; man durch fortgesetztes Verdoppeln eines Teiles A G einer
Strecke A B iiber den Punkt B hinauskommt. Man kann das
Verdoppeln von Sirecken leicht mit der Nonstrultion vierler
harmonischer Punkte in Verbindung bringen und erhilt so das
gewiinschte Resultat iiber die harmonischen Quadrupel, von
dem man auf dem bereils vorgezeichneten Weg zur Begriindung
der projekliven Geometrie gelangl. Diese Begriindung erhilt
ihren Abschluff durch die Darstellung der projektiven Trans-
formationen in der gewdhnlichen Algebra. Der von Pasch
eingefiibrle Kernsatz ist in der von Pasch gewihlten Form
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identisch mit dem sogenanuten Archimedischen Postulat,

das von EKuklid und Archimedes bis zu den Mathematikern der
Renaissance ziemlich viel benutzt, seitdem etwas in Vergessen-
heil geraten war. Pasch kannte es iibrigens wohl auch nicht
aus der Tradition und hat es erst in der zweiten Auflage seines
Werkes mit dem jetzt tiblichen Namen bezeichnet. Klein war
nicht begeistert von diesem Hilfsmittel und wollte ihm ein
mehr projektives substituieren. Aber das wiirde den Nachteil
haben, daB es durchaus nicht auf die Anschauung gestiitzt
werden kann.

Auch die iibrigen metrischen Axiome (Kernsitze) wurden
von Pasch eingefithrt. Auf die Notwendigkeit, sie ausdriicklich
zu formulieren, hatte schon Helmholtz aufmerksam gemacht.
Auf Grund der Eigenschaften von Bewegungen als speziell
charakterisierter projektiver Transformationen kénnen dann au.ch
die Bewegungen analytisch dargestellt werden. Damit ist wie-
der der vom Parallelenaxiom freie Aufbau der Geometrie or-
reicht. Tm Vergleich zaum Wege von Bolyai und Lobatschewskij
ist der Weg, den Pasch in Verwirklichung der Ideen von Klein
geht, durch Natiirlichkeit und Klarheit der Grundidee ausge-
zeichnet und wird von keinem spiter gefundenen iibertroffen.
Dic Benutzung des Archimedischen Axioms freilich lifit sich
vermeiden, indem die projektive Geometrie allein mit Hilfe der
Existenz der Gruppe der Bewegungen aufgebaut werden kann,
wic zuerst Schur 1898 gezeigl hal. Seiner Ableitung liegt eine
Idec von Hermann Wiener (18g1) zugrunde.

Damit haben wir ein etwas stilisiertes (esamtbild von
dem Pasch’schen Buch erhalten. Nur noch eine charakteri-
stische Einzelheit will ich hinzufiigen. Pasch geht wic die
Alten aus von dem Begriff der Strecke, aus der die Gerade
durch Verlingerung gewonnen wird. Und in der Tat, die Ge-
rade als Individuum ist keineswegs etwas primitiv Anschau-
liches, die unbegrenzt ausgedehnte Gerade, so wie wir sie
heute meistens schon von Anfang an in die Geometrie ein-
fithren, ist kaum vor Desargues (17. Jahrh.) als Begriff ge-
laufig. Pasch hatte bei dieser Einfiihrung natiirlich kein histo-
rischi- didaktisches Motiv. Es ist klar, dal3 die primire Einfiih-
rung der Strecke von Pasch als das Natiirliche empfunden
wurde. Aus Grinden der Sauberkeit und der logischen Ein-
fachheit vermeidet er es, den Winkel einzufithren. Nebenbei
bemerkt, das Historische interessierte ihn merkwiirdig wenig,
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dus Mathematisch-Historische sicher gar nicht, das Allgemein-
Historische, soweit mein Lindruck zuverlidssig ist, sehr wenig.
s mag sein, dal ihm das allzu Subjektive bei der historischen
Betrachtung unbehaglich war. '

Das wichtigste Resultat des Buches ist die Sammlung von
Kernsiitzen. Das erste vollstindige Axiomsystem war damit
gefunden. Es ist hochst unwahrscheinlich, dall noch eine Liicke
vorhanden ist, d. h. daf} diese Sammlung von Kernsdlzen nicht
ausreicht, um dic gewohnliche Geometrie abzuleiten. Und das
ist der Sinn von dem, was ich vorhin sagte: eine neue Lpoche
in der Kenntnis des Menschen von seinen cigenen Werken.
Denn von der Struktur dieses seines eigensten Werkes, der
Geometrie, hatte der Mensch bis dahin nur sehr verworrene
Vorstellungen. Jetlzt war ein festes und wohlgeglicdertes IFun-
dament aufgedeckt.

Was war die Wirkung dieses einzigartigen Buches? Zu-
nichst jedenfalls war sie nicht grof. In den , Fortschritlen
der Mathematik® wurde ¢s kurz von Stolz besprochen. Hier
findet sich kein Wort von dem bedeutenden Neuen, der \uf-
stellung eines vollstindigen Axiomsystems fir dic Geomelrie.
Aber es wird doch bemerkt, da3 bei Pasch ,eine gerade Linie
und eine Ebene nicht weiter erklirt oder definiert wird, son-
dern daly die Grundeigenschaften dieser Gebilde, wic sie etwa
der Beobachlung entsprechen, in einer Reihe von Gruudsétzen
ausgesprochen werden'.  Also der axiomatische Standpunkt,
der in voller Schirfe dann von Hilbert in seinen ,,Grundlagen®
formuliert wird, ist erkannt. Aber schon daB Pasch gar nicht
Grundeigenschaften der Geraden, sondern blof der Strecke
ausspricht, wird nicht bemerkt. Wahrscheinlich hat sich der
Referent nicht die Mihe gemacht, das auf den ersten Blick
nicht besonders ansprechende Buch durchzuarbeiten. Die Wir-
kung begann erst um 18&go sich zu zeigen. Es erschienen die
ersten axiomatischen Lehrbiicher der Geometrie in Italien,
das von Peano 1889, das von Veronese 1891. 18go wics Klein
auf das Buch hin, 1893 hielt Hilbert eine Vorlesung in Konigs-
berg iiber die Grundlagen der Geometric, fiir die er auch das
Buch von Pasch benutzt haben wird. Dies war wohl die erste
unter diesem Titel gehaltene Vorlesung in Deutschland. 1891
hiclt H. Wiener cinen Vortrag in Halle, der groBe Wirkung
hatte, Hier wird scharf der axiomatische Standpunkt betont,
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freilich, wenigstens im Referat, der Name Pasch nicht ge-
nannt. Im gleichen Jahr schrieb F. Schur in den Annalen iiber
einc Modifikation in der Einfithrung der idealen Elemente.
1899 erschienen die Grundlagen der Geometrie von Iilbert.
Sie stellten die axiomatische Methode mit solchem Glanze dar,
daff sie ihr nicht nur in der Betrachtung der Geometrie zunv
Siege verhalfen, sondern weit iber die Geometrie hinaus die
Betrachtungen in den Naturwissenschaften, ja die Erkenntnis-
theorie selbst aufs stirkste beeinflufiten. Schon Wiener hatle
das Strukturproblem erweitert, indem er die Abhingigkeit der
Sitze der projektiven Geometrie von einzelnen Sdtzen (nicht
Kernsitzen) als Problem aufwarf. Hilbert aber vertiefte das
Strukturproblem auBlerordentlich, indem er die Unabhéngig-
keit einzelner Sitze von anderen Sitzen oder Satzsammlungen
mit grofitem Erfolg untersuchte. Sicher ist gerade durch diese
glanzenden und abschlieBenden Resultate der Sieg der Axio-
matik vollendet worden.

Kiirzer konnen wir unsere Betrachtungen tber das eben-
falls 1882 erschienene Werk , Einleitung in die Differential-
und Integralrechnung’ fassen. Das Ziel ist viel bescheidener.
Das schon in anderen Lehrbiichern, z. B. in dem von Lipschitz,
ferner in Schriften von Dedekind und den Vorlesungen von
Weierstrafy tber die Grundlagen der Analysis Entwickelte wird
zusammengebracht und duflerst sorgfiltig, auch fir das Ver-
slandnis von Anfingern passend, dargestellt. Als Mangel dieses
Buches hat Pasch empfunden, daf3 in ihm die Lehre von den
natiirlichen Zahlen vorausgesetzt wird. Diese Liicke wird erst
viele Jahre spiter ausgefiillt in den ,,Grundlagen der Analysis*
(1903), tber die wir jetzt ganz kurz sprechen werden. Sein
Bestreben, in dem unter Mitwirkung von Cl. Thaer heraus-
gegebenen Buche war, die Arithmetik zunichst bis zur Dar-
stellung der Zahlen im dekadischen System aufzubauen, dann
die Irrationalzahlen einzufithren und bis zu den allgemeinen
Potenzen und Logarithmen aufzusteigen. Uns interessiert als
besonders originell der Aufbau der Lehre von den natirlichen
Zahlen, der am ausfiihrlichsten in seinem letzten 1930 heraus-
gegebenen Werk ,,der Ursprung des Zahlbegriffs* dargestellt
wird. Vier Begriffe sind es, die Pasch zugrunde legt: Dinge,
Namen von Dingen, Angaben von Dingen durch ihren Namen,
frither und spéter in Bezug auf die Angaben. Wir kénnen nicht
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erwarten, daly die Einfiihrung genau der psychologischen Ent-
stechung des Begriffs von den Zahlen und ihrer Aufeinander-
folge entspricht, aber sie ist doch als aatiirlich zu bezeichnen.
Ob sie freilich den Aufbau geniigend struktuiert, ist zweifelhaft.

In einer Reihe von sehr spit (nach 19~20) entstandenen
Aufsitzen fir die Annalen der Philosophie und philosophischen
Kritik — spiter gesammelt unter dem Titel , Mathematik am
Ursprung® — beschiftigt sich Pasch mit der Frage, wie man
zu den Kernsitzen auf natiirliche Weise kommen kann. Denn
die Kernsdtze sind gewils Resultate der \bstraktion aus einer
langen Kette von Erfabrungen. Pasch unternimm! nun hier
nicht, die tatsichlichen Erfahrungen, die ctwa zu dem Begriff
der Strecke gefithrt haben, zu untersuchen. Das wire eine Art
anthropologischer Untersuchung. Sondern er fiihrt den Leser
durch eine Kette von moglichen Experimenten zu diesem Be-
griff. So werden die Begriffe des starren Koérpers, der stellen-
weise ,,diinnen’’, also zweidimeusionalen, der cindimensionalen
Kérper und dhnliches mehr in eingehender geduldiger Zer-
gliederung dargestellt.

In verschiedencn \rbeiten s, z. B. Math. am Ursprung VII)
unlersucht Pasch die Struktur des mathematischen Beweises.
Durch sorgfillige Betrachtung gelingt es ihm, uralte Schluli-
figuren noch weiter zu zergliedern, wie z. B. den SchluBl mit
Hilfe der Transitivitit der Eigenschaft des Enthaltenseins (modus
barbara). Es gelingt ihm, die Voraussetzung der Transitivitit
auf andere, vielleicht einfachere Voraussetzungen zuriickzu-
tihren. Diesc Arbeit wurde von Pasch selbst nur als Vorarbeit
empfunden. Sie liefert einen wertvollen Beitrag zu den augen-
blicklich sehr intensiv betriebenen Untersuchungen auf dem
Gebiet der Logik. Jedenfalls ist die Pasch’sche Analyse eine
erstaunliche Leistung des Scharfsinns bei einem 8ojihrigen
Mann.

Zum Schluff wollen wir noch versuchen, uns ein Gesami-
bild von Pasch vor Augen zu fithren. Die #dufsere Erscheinung
ist ja weitaus den meisten unter Thuen gegenwirlig und un-
vergefilich; wie er einem an der Tir scines Arbeitszimmers
entgegenkam, die beiden Hénde zur Begriilung vorgestreckt, die
nicht kleine Gestalt vom Alter leicht gebeugt, das gesundfarbene
Gesichl mit dem kurz gehaltenen weillen Bart, die scharfe Brille
vor den immer mehr versagenden' Augen, der kriftige Bau
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des Schiidels, der Ausdruck giitig, weise, ein wenig ironisch,
gar nicht weich, sondern cher diszipliniert. Eine fast pedan-
tische Ordnung in allen seinen. Sachen, so dall er jede ge-
wiinschte Kleinigkeit trotz seiner schlechten Augen sofort finden
konnte. Mit einer spartanischen Anspruchslosigkeit hal er sich
in den schlimmen Jahren nach dem Kriege eingerichtet. Wir
haben ihn bewundert, wie er es durch systematisch durchdachte
Anordnung fertig brachte, als iiber 8ojdhriger mit einem Ruck-
sack als Gepick ganz allein, tber die Umsteigestation Berlin,
nach Greifswald zu- seinen Kindern zu fahren. Wir haben
gedacht, daB er es verstand, die allein absolut sichere Methode
der Axiomatik auch auf die Dinge des tdglichen Lebens zu
tibertragen. Und als Mathematiker: man macht sich die Be-
schreibung leichter durch Vergleich. Aber keiner unter den
Mathematikern der neueren Zeit will mir zum Vergleiche
passend erscheinen. Am ehesten mochte ich ihn mit Euklid
vergleichen. Euklid’s grofe, unvergingliche Leistung ist sicher
die Systematik gewesen. Vielleicht hat Euklid keine ganz wich-
tige mathematische Erscheinung als erster erkannt. Aber seine
geordnete Darstellung der Mathematik hatte zeugende Wirkung.
Archimedes und Apollonios sind ohne Euklid nicht zu denken.
Ja, es gibt wenig Menschen, deren Formungen solchen Einfluf3
auf die Gedankenketten der Nachwelt gehabt haben, wie die
Euklid’s. Und so wirkt auch Pasch’s Werk weiter, wenn es
auch natiirlich an geschichtlicher Bedeutung mit den ,Elemen-
ten‘’ nicht wetteifern kann. Aber es ist aus der Geschichte der
modernen Mathematik nicht fortzudenken, weil es ebenfalls
fruchtbar weiter gewirkt hat.

Als formenden Menschen, als Mathematiker, der stets den
grofslen Wert auf den sprachlichen Ausdruck als den Triger
der Gedankenketten gelegt hat, konnen' und sollen wir ihn
auch mit Dichtern vergleichen. Und da mochte ich ihn mit
dem Manne voll leidenschaftlicher Sittlichkeit, und doch grof3-
ter Gite, dem grofien Formkiinstler, der mit fast pedantischer
Genauigkeit jede Einzelheit bedachte, mit dem Deutsch-Oster-
reicher Adalbert Stifter vergleichen. Ich weifl gar nicht, ol
Pasch Stifter gekannt oder gar viel gelesen hat, aber manch-
mal tberrascht mich die Ahnlichkeit seiner Sprache mit der
des Dichters. Das kommt vielleicht besonders in seiner schénen
Festrede von 1894 ,,Uber den Bildungswert der Mathematik®
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s Yorschein, wo er brigens auch begeistert von Fuklid als
Vorhild spricht. Diese Rede sollte jeder nicht mathematisch
Inferessierte lesen, der sich ecin Bild , von Pasch’s Eigenart
machen mwéchte. Pasch und Stifter haben zweifellos eine innere
Verwandischaft, obwohl ihre Herkunft denkbar verschieden ist.
So wie Stifter hatte Pasch eine behutsame giitige Art, mit den
Dingen umzugehen. Pasch iibte keine gewaltsame Oktrovierung
von Symbolgeflechten auf die Wirklichkeit aus, aber doch ver-
suchte er mit unbeirrbarer Kraft, Ordnung in die Bezichungen
der Aulienwelt zu dem Bau der Mathematik zu bringen. In
der Geschichte der menschlichen Erkenntnisse hat sein Name
eine besondere Bedeulung. Pasch wird stets ein Vorbild sein.
Ob man diesem cntsprechend handeln méchte, das ist vielleicht
Sache des Temperaments, aber als Vorbild werden wir ihn
stets empfinden, und sein Wirken wird nicht aufhéren.

Max Dehn.

Moritz Pasch zum achtzig.sten Gc]'mr'tstag
am 8. November 1923.

o Zwel Punkte”, heifdt’s, ,,bestimmen eine Strecke'.
Darf ich an seinem Ehrentag es wagen,

Der Axiomatik Klassiker zu sagen,

Was ich fir ihn in diesem Satz entdecke?

Der Weg, den Du rickschauend heut betrachtest
Bis hin zu Deiner Jugend schweren Zeiten,

LEr folgt auch ewigen Notwendigkeiten

Wie die, zu deren Deuter Du Dich machtest.

Denn, wo ein anderer sich kriimmend windet
Im Dickicht der verschlungnen Lebenspfade,
Du zeichnest Deinen unverriickbar grade:
Die Linie, die Geist und Herz verbindet.

Denken und Wollen ist Dir eine Linheit,

Nur hochste Klarheit durfte Dir genitigen.

Es hielt Dich tber allen Lebensligen

Des Geistes Schirfe und des Herzens Reinheit.

Wer kann an seinem Abend mehr verlangen,
Als dafs sich seines Tages Werk ihm male
Yom ersten Dammern, wo es angefangen,
In einem einz’'gen ungebrochenen Strahle?

Wir andern, die in Wirrnis und Gelose

Auf Deinem Weg zu wandeln nicht vermochten,
Mit andern Waffen als mit Deinen fochten,

Wir beugen uns vor Deiner stillen Grofle.

Georg Honigmann.



