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wie von der Grupl-'entbeorie. Das lag, ."ie er srlbSI ::iagtr, an 
seiner Eigenart. Er hat nicht leir.ht neue, kumplizierte 'lethoden 
angenommen. Er "'ar selbst zu einfach.. denkl'nd und zu origi­
nell. Diese Eigenart kam auch bei seinrr Vorlr::iungstätigkeit 
zum Ausdruck. Er hat mir einmal seine \erwunderung über die 
j)ozenten ausgesprochen, dif' ~o leicht übf'l' jf'df's (~ebieL drl' 
\'1athrmatik ",orlesungen haltrn können. Er selbst hat sich 
immer auf bestimmte Gebiete beschränkt. 

\i un einige Probleme, die von! Pasch behandelt wurden: 
Seine rr::ite'\rbeit (ltl64/65, mit Rosanes gemrinsam) bezieht 
sich auf geschlossene Polygone von n Seiten, die einer Ellipse 
einbf'schrif'ben und einer z\Veilen Ellipse umbeschrieben sind. 
Zwischen den Korffizienten der diese. beiden Ellip:;en darsLdlen­
den Gleichungr.n bestehen Beziehungen. Das Prublem reizt zur 
Anwündung df'r elliptischen Funktionen, die. auch in der ersten 
Arbeit vrrwandt wurden. In der zweiten densrlben Gegenstand 
betrefff'nrlen hbeit von 1869 wird dieses fremde Gewand ab­
gestreift und das Problem in eleganter vVeisp algebraisch er­
ledigt Srine Habilitationsschrift (Gießen 1870) brhandelt die 
Mannigfaltigkeitr.n, die wohl zuerst von Plücker im zweiten 
Viertf'l des XI\... Jahrh. untersucht wurden, nämlich Mannig­
falLigkeitrn von Geraden im Raum. Hier handelt es sich um 
dreifach unendliche algebraische Mannigfaltigkeiten von Raum­
geraden, die sogl'nann ten Linienkomplexe. Schon PI ü c k e l' 
hatte bri ,;olrhen Komplexen zweiten Grades bemerkt, daß es 
in ihnen eine zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von aus­
geze[chneten Geraden gibt, die eine. charakteristische Brcnn­
flächr br::iitzt. Dirse wird nun von Pasch für allgrmeine Kom­
plexe nachgewiesen. Diese Arbeit wurde vun F. Klein einige 
Jahre später in den "Fortschritten d('r I\'lathematik" besprochen. 
K 1(' in war Schülrr von Plücker, und ::ieine ('r,;!:eu \rb('itl'n be­
zogen sich ebenfalls auf dir. Lini(~ngeometrie. Die Verbindung 
der mathematischen Arbeiten von hIp i n mit denen von Pasrlt 
sullte ,;päter noch von viel g-rögerrr Bedeutung werden. 

In einer Arbeit vom Jahre IR76 behandelt Pasch spezielle 
Fälle des inte.ressantrn Problems: \'\ ann ist eine Form \on n 
Val'iabeln durch projektivr Transformation in eine Form von 
weniger Variabeln überführbar! Das identische Verschwinden 
einer bestimmten Determinante, der Hessesehren Determinante, 
elf'ren Elrmente die zweiten \bleitungen der Form nach (ten 
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Variabeln sind, ist eine notwendige Bc<lingung. Hesse sclhsl 
meinte, daß diese Bedingung auch hinreichend sei. Pasch bo­
weist dies für spezielle Fälle. Im selben Jahre wurde dos Pro­
blem von Gor da II und No e t her aufgegriffen und vollstünc1ig 
gelöst. Es zeigte sich, daß Hesse unrecht hatte. - Bis zu dorn 
Jahre 1880 sind alle Arbeiten in dem Crelleschen Journal erschie­
nen. Von da an veröffentlicht Pasch seine Arbeiten in den Mathe­
matischen Annalen. Vielleicht drückt sich hierin eine nähere Vür­
bii1dung mit Klein aus. Eine ganze Reihe von Annalen-Arbeiten 
beschäftigt sich mit den speziellen Arten von projektiven Ver­
wandtschaften in der Ebene. Es werden einfache geometrische 
Bedingungen dafür angegeben, daß eine von de'n rationalen In­
varianten der Transformation verschwindet. Überall ist es Pasch 
darum zu tun, anschauliche Resultate zu gewinnen und die alge­
braischen Verhältnisse möglichst reinlich und übersichtlich dar­
zustellen. Tiefere Hilfsmittel anzuwe11den, hat er, wie gesagt. 
stets verschmäht. An diese Arbeiten schließen sich auch Gieße­
ner Dissertationen und Arbeiten sonstiger Mathematiker an. 

Pasch hat immer großen \iVert auf seine algebraische Pro­
duldion gelegt. Auf dem Felde, wo er seine jugendlichen Krähe 
zuerst übte, hat er bis über das achtzigste Jahr hinaus gearbeitet. 
Seine letzte Annalen-Arbeit ist noch ein kleiner Beitrag zur 
algebraischen Geometrie. Es war für ihn sicher stets eine Ge­
nugtuung, daß er diese Methode vollständig beherrschte; er hat 
gerne die beruhigende Gewißheit empfunden, im mathemati­
schen Handwerk ein Meister zu sein. 

Jetzt wenden wir uns wieder dem Teil der Pasch',;chcn 
Tätigkeit zu, der für uns bei weitem arn wichtigsten ist, seinell 
Forschungen auf dem Gebiete der Grundlagen. Im Jahre 1882 
erschien sein erstes selbständiges vVerk: "Vorlesungen über 
neuere Geometrie". Dies Buch hat keine Vorgänger, viele 
Nachfolger. Es bezeichnet den Anfang einer neuen Epoche in der 
Kenntnis des Menschen von seinen eigenen VV,erkcll. Ehe wir an 
eine Darstellung des Inhalts gehen, wollen wir die Vorbedi,ngun­
gen für die Entstehung des Buches betrachten. Pasch haI. neben 
dem Unterricht bei Schroeter in Breslau auch die Vorlesullgell VOll 

Lipschitz, dann aber vor allem in Berlin (nach seiner Pro­
motion in Breslau 1865, als 21jähriger) die Vorlesungen von 
Kl'o n eck e I' und VV eie I' s t r a ß gehört. Durch diese Miinll& 
kam er in Berührung mit der besinnlichen Strömling in dOl: 
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Mathematik des 19. Jahrhundrrts, mit den Bestrebungen, dir 
Snbslruktur des hohen Baus drr ~lathematik, speziell der Arith­
metik und der Analysis, zu erkennrn ...Zu derselben Zeit wir 
Pasch stand auch Ge 0 I' g Ca n tor unter dem Einfluß der Vor­
lesungen von Kronecker und \:Veier~traß. Es ist mrrkwiirdig, 
wie dasselbe Milieu so ganz verschiedenes in den heiden ver­
schiedenen Männern hervorrief. In Cantors dem \1ystisch-Spe­
kulaliven zURl'neigtem Geist entstand aus drn Weierstraß'schen 
Grundlagen der ,'\.nal,vi>is die Men~enlehre, die weit iiber das 
direkt mpnschlich \nschauliche hinaus dir Regionrn des Trans­
finilen brwohnt, wo drr ,,1ensch sich über sich selbst schwingt 
und den verscniedenen aktual- unf'ndlichen lnclividue'n, den 
freien Schöpfungen der Phantasif', anschauliche Namen erteilt 
und sie miLeinander vrrknüpfl nach deJl in den Regionen 
des Anschaulichen geltendeu Gesetzen. Pasch dagegen fÜhrte 
das Gehörte dazu, überall in seinen Vorlesungen, ob sie nun 
das Gebiet der Geometrie oder der Analysis betrafrn. auf den 
Grund zurÜckzugehen und immer eingehender und li('bevoller 
ins Einzelne allflÖSf'lld dif'srn Grund zu betrachten und darzu­
legen. Das rntspricht ebf'n seiner besondeNm Anlagr, die sich, 
wie er in seinrr Selbstschilderung sagt, schon auf der Schule 
gezeigl und ihn C:'igentlich zum Studium der Mathrmatik ge­
führt hat. 

t;nJ nun gehen wir einen Sr.hritt nähf\r an das Burh hrran. 
In df'r vorrerle heißt es: "daß die projektiv;' GeomeLri(' unab­
hängig von dpr Parallelentheorir besteht und sirh ohne deren 
Zuzirhun~' begrÜnden läßt, hilt ZlIf\rst Herr F. Klrin b('merkt 
um! mehrfach erörtert." Kleins Gedanhn,gang war etwa so: 
). Die VC:'rknüpfun~rn von Punkten, Geraden undEbenrn sind nach 
Ejnfiihrllll~' der unendlichfernen Elemente, der unendlichferncn 
Ebene und ihrer Punktl? und GeraIden, projektiv invarianl. 2. Die 
harmonische Lage von zwri Punktepaaren ist projektiv jnvariant, 
wie sich lricht aus den räumlichen Verknüpfungf\f1 ablf'iten läßt. 
3. Durch sukzl'ssive l\.onstruktion von harmonischf'n Quadrupeln 
kann man von drri gegrbenen Punkten einrr Geradc:n aus­
gehend rin beliebiges Punktquadrupel dieser Geraden annähern. 
Durch diese Konstruktion ist jedem Punklquadrupel einf' Zahl 
zugeordnet, das sogenannte Doppelvrrhältnis, das bei Projektiun 
umeränc1ert bleibt. Drri Punkte auf eiller Gerar!f.n haben nur 
miL ein e m vierten Punkt der Geraden ein vorgegebenes Doppel­
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verhältnis. LI. Mit Hilfe der beiden Sätze über das DoppolvQr­
hältnis ist die projektive Geometrie leicht aufzubaucn, ctwa in 
der 'Art der "Geometrie der Lage" von ChI'. v. Staudt (dessen 
Lehrstuhl in Erlangen F. Klein eine Zeitlang inne hatte). 

Klein hatte aber diesen Gedankengang nur skizziert, und 
seine Durchführung bot einige erhebliche Schwierigkeiten. Zu­
nächst mußte Punkt 1 abgeändert werden, was natürlich Klein 
selbst bemerkt halte. Gerade die Einführung der unendlich­
femen Ebene erfolgt ja auf Grund des Parallelenaxioms. \iVas 
war ohne das Parallelenaxiom zu machen? Bolyai und Lohal­
schewskij hatten die Nicht-Euklidische \iVelt mi t den unendlich­
fernen Elementen als Grenzen der endlichen El'emente abge­
schlossen. Zwei Geraden einer Ebene hatten dementsprechend 
einen endlichen Punkt oder einen der beiden auf jeder Geraden 
gelegenen unendlichfernen Punkte oder gar keinen Punkt ge­
meinsam. Hier entstand also zunächst ein großer \iViderspruch 
mit den projektiven Verknüpfungsregeln, die ausnahmslos gelten 
mÜssen. Dies Problem hatte schon Klein erfaßt und konnte zu 
seiner Lösung gelangen, weil er als Repräsentanten der Nicht­
Euklidischen Geometrie die von Cayley aufgestellte kÜnstliche 
Geometrie erkannt hatte. Da sah Klein, daß die supraunend­
lichen Elemente, die Elemente, die jenseits der Gren,zen des 
metrisch Erreichbaren liegen, als Zentren von Geradenbüschcln 
resp. als Ax.en VOll Ebenenbüscheln aufgefaßt werden können, 
ebenso wie man durch eine Schar VOll Parallelen einen unend­
lichfernen Punkl bestimrnt usw. So sagt er: "I-lier anknüpfend 
kann man rein geometrisch solche idealen Elemente definieren, 
wobei nur Übung dazu gehärt, um sich gerade so sicher in 
diesen idealen Gebilclen wie in den gleichbenannten wirklich~n 

Gebilden zurecht zu finden" (1873). Hier setzt Pasch ein, aber 
mit einer ganz anderen Einstellung wie Klein. Ihm genÜgt nicllt 
die Sicherheit, sich in diesen idealen Gebilden zurechtzufinden, 
sonclerner will ihre Eigenschaften vollständig auf die Eigen­
schaften der wirklichen Gebilde zurÜckführen. Denn wenn 
mar; fÜr die wirklichen Gebilde noch die Anschauung als Lei­
terin der SchlÜsse zulassen kann, für die idealen Gebilde be­
steht ja nur das Vertrauen, dag sich dort dieselben Verhältnisse 
vorfinden wie bei den w~rldichen Gebilden. Klein m3cht 
aus Antipathie gegen die nicht intuitive, sondern rein logische 
Schlußweise in seiner eigentlich kÜnstlerischen Einstellung einen 
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Fdllcr irn Selbstbeobachten. Er merkt nicht, daß er bei dem 
"anschaulichen Operieren mit df'1l idealen Elementen" das Bild 
der Nicht-Euklidischen Gf'omf'triC' in .der Cayley'schen Form 
der ''''irklichkeit substituiert. Pasch ehtwickelt aber gerade an 
dieser Stelle zuerst den axiomatischen Standpunkt. Denn mit 
elen idealen Gebilden verbindf't sich keine Anschauung, also 
dad ich nur aus den für sie ab~eleiteten Eigenschaften schlie­
ßen. Diese Eigenschaften müssen aber, soweit sie projektiv sind, 
formal mit den Eigf'nschaften der wirklichen Elemente überein­
stimmeIl. Also \Verd:-, ich dazu geführt, ein für die (projektiv-) 
gcolllctrischen Schlü~~e vollständiges System der Eigenschaften 
(h'r wirklichen Elpmente aufzustellen: die A x i 0 m at i k ist 
ge bor e n. Aber KIC'in schreibt noch 1890 mit besonderem Hin­
weis auf Pasch: "In dN' mathematischen Literatur scheint mir 
)wtr. der AxiomE' fast allgemein eine Ansicht verbreitet, welche 
von derjenigen abwricht, die ich für richtig halte und von der 
ich in meinen früheren hierher gehörigen Arbeiten Gebrauch 
gemacht habe, ohne mir des Widerspruchs g~en anclnrr "\lei­
nungen deutlich bewußt zu sein. Die betr. Ansicht geht cÜlhin, 
claß die Axiome dil;J "TalsaGhen" der räumlichen Anschauung 
formulieren und zwar so vollständig, daß es bei geometrischen 
Betrachtungen unnötig sein soll, auf die Anschauung als solche 
zu rekurrieren, es vielmehr genügt, sich auf die Axion1P zu be­
rufen. Ich möchte zunächst den zweiten Teil dieses Satzes be­
slreiten. Eine geome"Lrische Betrachtung rein logisch zu führen, 
ohne mir die Figur, auf welche dieselbe Bezug nimmt, fortge­
selzt vor Augen zu halten, ist jedenfalls mir unmöglich." Fiir 
Pasch i::it ab:-r die Ge()m~lrjc gleichzeitig emriri~ch, also \:1tur­
wi:-.;;cnsr.haft, in cl.,r Herleitung der Kernsätz<>, cl:.:r Axiome, und 
gal17. rein deduktiv in ihrem \.ufbau aus dnn I\:.ernsätzen. Idein 
hat entschieden 1. JU'echt, suweit ('1S "irh wenigBt,'ns um den Auf­
bau der projektiv..:n Gf'0metrie handrlt, r[<>nn mit dl'll idpalcn 
geometrischen EleJllrnten sdber hat auch er nicht intuitiv 
operierrn können, sondern er übertrug vertrauensvoll da;; xÜr 
dir. wirklichen Elrmenlr Evidente. Für J\lein ist geradf' das 
anschauliche Schlif'ßpn das \i\ <,scntlit'ilP an der (;C'omrtrie. So­
"ie siC' algebraisch behandElt wirr1. wird ~ie nicht mehr ab 
Ceometrie angesehen. Für klein gibt es neben der sprachlich 
logi~chen auch ein;' ansrhaulich logischr Furm der Deduktion. 
Da" i.st C'ine sehr intere:,;saute Idee, abr.r sie wirrt jE'denfalls 
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heule durchaus nicht als rieht ig- cmp:[1umlen. Frl'ilil"11 gy 
brilur,hen wir auch in der strcugsten axiul1H1tisdl('n Grl)llwtri,' 
heute noch Figuren und ~chließen intuitiv mit H ilfr. der Fi,­
,12· uren . \brr wir haben wenigstrns die moralisGhe 1.: b:.:rzeugung, 
daß jeder der Schlüsse unanschaulich, rein drduktiv gemachi 
v,crc1f'n könnte, und mehr kann man zur Zeit nicht vcrlangen: 
denn einstwrilen ist es ja noch ein unberechenbar weit<;r vV.'g 
bis zur völligen AIgebraisierung der Geornetrie auf jeder Stufe 
und in allen ihrf'n Erscheinungen. 

VVir führ,'n noch Pasch':; eigen" \Vorte aus seiner Selbst· 
~chilc1erung an: "VOll dem, c1er :1n der }Iathcmatik weiterbaut, 
'wird von Alters hrr vf'rlangt, daß S;,lin Geclankrngang sich 31lf 
rein~\ Schlußfol~erLln~en aus dem \ orhandrnen zurücldül1l'cll 
läell; erscheinen in dem Gpdankengang Begriffe oder Sät.ze, Cli(~ 
dem nicht E'11l5prechen, so sind dirsf' als neue GrundbegriffE' 
oder neue Grundsätze ('neue Axiom:,) zu betrachten. In (L.:m 
jedf'~mal Vorhanc1enen müs~en sich d<! hrr gcwis:;e Beltriffe unJ 
Sätze als lJrundbegriffe und GruJliJs.'itZ<l erweisen, \\ährenrl alles 
andere aus diesen abgdritet ist ..... <\.uf jrc1er ~tuf.E' drr Ent­
wicklung ... ii't da~ Lebrgl'bäude der Mathematik rrst haltbar. 
wenn sich ein in ~ich \\ idcrspruchsfreier Kern herausheben uncl 
der ganze Inhalt aus dem Kern folgC'rn lälH." 

In dir Gesamtheit der ~trukturuntersuchun~cn reiht sidl 
die \.rbrit von Pasch so ein, da[~ er versucht, zu dE'l1 (·inzdnen 
Huuplgcbidell, d~r Geol11clrjr unll '\rithmrtik, f'ine Sammlung 
von Kerusi-i[zrn zn fin([en, an;; ([r'lIen alle anc1errn SÜtze rein 
dedukth. folgf'n, UlU[ diE' ihrer"f'it~ wiE'd.'r möglichst rinfach au" 
der \nschauunp- cntnommrn werden könncJ1. Er hat dan.n auch. 
110Gb liefer dringend, die Slrukt\ll" der" erknüpfunf!· von Kern­
sälZf'11 und allgf'meinen Lehr~Üli~ell untrr~ucht. Darauf werfle11 
wir spälf'r zurÜckkomml'n. 

~llli gehen wir dazu über, das Blich seIb:;t zu betrachten. 
ZllllÜC!lst werden clif' nicht metrischen Eigenschaften d0r Elw­
nensIÜcI"e, der Strecken und der Punktr auf di"sen Gebilden 
auf eine An:whl Kernsätze wriickgdübrL. Bei der sorgfältip'nn 
Zergliederung der mathrmatischen Srhlüsse entdeckl Pasch hiN', 
woran bislH'r die Geometrr von EulJid an blind vorübergf'­
gangen "varen, die Kernsälze für die Anurdnung der Punkte 
auf einer Strecke, der Punkte' und Strecken einrs Ebrnen­
stückes. Jetzt konnten die einfachstem drT projektivf'n Gl'om·:'lrir. 
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angehÖrenden Lehrsätze für das hp.schränkte Raumstürk rein 
logisdl abgeleitet werdrn, zum ersten Male streng; d. IJ. rlie 

oraussetzungen waren \ollständig' aufge.deckt, die bishrr :>till­
schweigend, unbewußt, intuitiv angenümil1en waron. Welch ein 
Weg von den alten Babyioniern \01' {IOOO Jahren, die den 
schönsten geometrischpll Lehrsätzen als Beweis einfach das 
Wort "siehe" hinzufügten, bis zu Pasch! "Wie mußte sich die 
Sprache der Menschen, ja die ganze Denkart verändern, daß 
eine solche starre Struktuierung des ursprünglichen Gell1isrhcs 
aus Anschauung und Deduktion möglich wurdE'. 

Dann kommt die Einführung der idealen Elementf', \\f'"ent­
lieh in der schon von Klein skizzierten \iVeise. Aber jetzt wird 
in langen mühsamen Deduktionen nachgewiesen, daß man auch 
für die neuen EIE'mente Verknüpfung und Anorclnung so defi­
nieren kann, claß für die Gesamtheit der wirklichen und idealen. 
Elemente die für den beschränkten Raumteil ausge~prochencn 
Kernsätze der Verknüpfullg und Anordnung im erweiterten 
Sinne geltel\. NUll kann eill Teil der projektivell Gcol1letri!c 
entwickelt werden. H i I bel' t hat im Jahre 1899 genau die Sätze 
angegebell, tlie auf dieser Stufe gefolgert werden können. 

Hiernach kommt die zweite Schwierigkeit bei der Durch­
führung (fes Kleinschell Programms. Um den Punkt 3 zu er­
ledigen, muß man zeigen, daß man von drei beliebigen Punkten 
einer Geraden ausgehend durch sukzessive Konstruktion vierter 
Iwrmonischer Punkte in das Innere jeuer Strecke hineinkommen 
kann. Da:; kann man auf Grund dar bis jetzt ausgesprochenen 
Kernsätze )liGht beweiseu, wie Hilbert später (1899) gezeigt haI.. 
.Mau braucht also einen weitereu Kernsatz. Paseh führt nun hier 
einen aus der Metrik stammenden Kernsatz ein, nämlich den, 
dae man clurch forLgcsetztes Verdoppeln eines Teiles AC einer 
Strecke AB über den Punkt B hinauskommt. Ahn kann das 
Verdoppeln VOll Strecken leicht mit der l~ollstruktion vierter 
harmonischer Punkte in Verbindung bringen und erhält so <Jas 
gewünschte Hesultat über die harmollisGheu Quadrupel, von 
dem man auf dem bereits vorgezeichneten Vhg zur Begründung 
der projektiven Geometrie gelangt. Diese Begründung erhält 
ihreIl Abschluß durch die Darstellung tIer projektiven Tram­
formationen in der gewöhnlichen AlgcJ.H'a. Der von Pasch 
eingeführte Kernsatz ist in der von Pasch gewählten Form 
iclentisch mit dem sogenannten Archimedischen Postulat, 
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das von Euklid und Archimedes bis zu den MalbenlillikCl'11 <.1(:(' 

Renaissance ziemlich viel benutzt, seitdem etwas in Verge,ssclI­
heil geraten war. Pasch kannte es übrigens wohl auch nicht 
aus der Tradition und hat es erst in der zweiten Aufloge soilncs 
\iVerkes mit dem jetzt üblichen Namen bezeichnet. Klein wal' 
nicht begeistert von diesem Hilfsmittel und wollte ihm ein 
mehr projektives subst.ituieren. Aber das würde den Nadlteil 
haben, daß es durchaus nicht auf die Anschauung gestützt 
werden kann. 

Auch die übrigen metrischen Axiome (Kernsätze) wurdcn 
von Pasch eingeführt. Auf die Notwendigkeit, sie ausdrücklich 
zu formulieren, hatte schon Heimholtz aufmerksam gemacht. 
Auf Grund der Eigenschaften von Bewegungen als speziell 
charakterisierter projektiver Transformationen können dann auch 
die Bewegungen analytisch dargestellt werden. Damit ist wie­
der der vom Parallelenaxiom freie Aufbau der Geometrie er­
reicht. Im VergleiGh zum Wege von Bolyai und Lobatschewskij 
ist der \iVeg, den Pasch in Verwirklich ung der Ideen von Klein 
geht, durch Natürlichl~eit und Klarheit der Grundidee ausge­
zeichnet und wird von keinem später gefundenen übertroffen. 
Die Benutzung des Archimedischen Axioms freilich läßt sich 
vermeiden, indem die projektive Geometrie allein mit Hilfe der 
Existenz der Gruppe der Bewegungen aufgebaut werden kann, 
wie zuerst Schur 1898 gezeigt hat. Seiner Ableitung liegt eille 
Idee von Hermann \iVienef (1891) zugrunde. 

Damit haben wir ein etwas stilisiertes Gesamtbild von 
dem Pasch 'schen Buch erhalten. Nur noch eine charakteri­
stische Einzelheit will ich hinzufügen. Pasch geht wie die 
Alten aus von dem Begriff der Strecke, aus der die Gerade 
durch Verlängerung gewonnen wird. Und in der Tat, die Ge­
.rade als Individuum ist keineswegs etwas primitiv Anschau­
liches, die unbegrenzt ausgedehnte Gerade, so wie wir sie 
heute meistens schon von Anfang an in die Geometrie ein­
führen, ist kaum vor Desargues (q. Jahrh.) als Begriff ge­
läufig. Pasch hatte bei dieser Einführung natürlich kein histo­
risch- didaktisches Motiv. Es ist klar, daß die primäre EinfÜh­
rung der Strecke von Pasch als das Natürliche empfunden 
wurde. Aus Gründen der Sauberkeit und der logischen Ein­
fachheit vermeidet er es, den \iVinikel einzuführen. Nebenbei 
bemerkt, das Historische interessierte ihn merkwürdig wenig, 
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,b.; Mallil'mati~('h-lIisturische sicher gar nicht, das Allgemein­
J1istorisdw, so>;\rit mrin Eindruck zuverlässig ist, sehr wenig. 
Es mal! S(·i!i, dalS ihm das allzu ~ubjekti.ve bei der historischen 
Bctrachtung unbehaglich war. . 

Das wichtigste Resultat dl's Bur.hes ist die Sammlung von 
Kernsätzen. Das erste vollständige \.xiomsystem: war damit 
gefunden. Es ist höchst unwahrscheinlich, daß noch eine Lücke 
vorhanden ist, d. h. daß dirse Sammlung VOll Kernsätzen nicht 
<lllsreicht, um die §!'ewähnliche Geometrie abzuleiten. Und das 
j'it der Sinn von dcm, was ich vorhin sagtr: uine neue Epoche 
in drr Kenntnis des Menschen von seinen ('igenen \tVterkCln. 
Denn VOll der Struktur dieses seines rige:lii:;ten \Verkes, der 
Gf'ometrie, hatte der Mensch bis dahin nur sehr verworrene 
\ orst<'llungen. Jetzt war ein festes und wuhlgeglit'drrtes Fun­
dament auf~·ellrckt. 

\iVas war dip. \iVirkung dieses einzigartigen Buches? Zu­
nächst jedenfalls "ar sie nicht groß. In den "Fortschritten 
der Mathematik" wurde ('5 kurz von Stolz besprochen. Hier 
findet sich kein \'\'ort von dcrn bedeu tendrn Neuf'li, der \nf­
stellung rines vollständig'('n AxiilnJsysteJiiS für dir Gromrl.rie. 
Aber es wird c10ch brmrrkt, daß bei Pasch "eine gerade Linie 
und eine Ebene: nicht weiter erklärt oder drfiIÜert >;\ ird, son­
.dern daß dir GrundE'igen!'chaften dieser Gebilde, wir sir ('twa 
der Beobachtung entsprrchrn, in einer Re:ihr von Gruudsätwn 
au"gesprochen wercl eu". \.Iso der axiomatische Standpu nkt, 
d0.r in voller ~chärff' dann von Hilbert in seinen "Grundlagen" 
fonllulj~rl wird, ist erkannt. Aber schon daß Pasch gar nicht 
Grundrigen!'chaftelJ der Geradl'n, sondern bloß der Strecke 
ausspricht, \Yird nicht bvmerkt. \i\' ahrschrinlich hat sich der 
Heferent nirht dir vlühe gemacht, das auf dp.n er:>ten Blick 
nichl bpsondprs ansprechendr Buch durchzuarbeiten. Die Wir­
kung brgann rrsl um 1890 sich zu zeigen. Es erschirnrn diu 
ersten axiomatischen Lehrbücher der Geometrie in Italien, 
das von Peano 1889, das vun Veronese 1891. 1890 wit's Klein 
auf das Buch hin, 1893 hieIl Hilbrrt eiue Vorlesung in Königs­
berg über die Grundlagen der Geometrie:, für die er auch das 
Burh von Pasch benutzt habrn ,,,ird. Dies war wohl diE' erste 
unter dif'sem Titel gehaltrnr \orlesung in Deutschland. 1891 
hirll H. \t\ ienrr rinen Vortrag in I-lalle, der gruße \t" irkung 
halle. Hier wird scharf der axiomatische Standpunkt betont. 
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fr,eilich, wenigstens im 1\eferat, der Name Pasch nichl gu­
nannt. Im gleichen Jahr schrieb F. Schur in den Annale.n über 
eine Modifikation in der EinführungJ der idealen Elemente. 
1 899 erschienen die Grundlagen der Geometrie von Hilbel'l. 
Sie stellten die axiomatische Methode mit solchem Glanze dar, 
daß sie ihr nicht nur in der Betrachtung der Geometrie. zum 
Siege verhalfen, sondern weit über die Geometrie hinaus die 
Betrachtungen in den Naturwissenschaften, ja die Erke.nntnis­
theorie selbst aufs stärkste beeinflußten. Schon \iViener hatle 
das Strukturproblem erweitert, indem er die Abhängigkeit der 
Sätze der projektiven Geometrie von einzelnen Sätzen (nicht 
Kernsätzen) als Problem aufwarf. Hilbert aber vertiefte das 
Strukturproblem außerordentlich, indem er die U n a b h ä n g i g­
k e i t einzelner Sätze von anderen Sätzen oder SatzsammlungeIl 
mit größtem Erfolg untersuchte. Sicher ist gerade durch diese 
glänzenden und abschließenden Resultate der Sieg der Axio­
matik vollendet worden. 

Kürzer können wir unsere Betrachtungen über das eben­
falls 1882 erschienene Werk "Einleitung in die Differential­
und Integralrechnung" fassen. Das Ziel ist viel bescheidener. 
Das schon in anderen Lehrbüchern, z. B. in dem von Lipschitz, 
ferner in Schriften von Dedekindr und den Vorlesunge.n von 
Weierslraß über die Grundlagen de-r Analysis Entwickelte wird 
zusammengebracht und äußerst sorgfältig, auch für das Ver­
ständnis von Anfängern passend. dargestellt. Als Mangel dieses 
Buches hat Pasch empfunden, daß in ihm di·e Lehre von den 
natürlichen Zahlen vorausgesetzt wird. Diese Lücke wird erst 
viele Jahre später ausgefüllt in den "Grundlagen der Analysis" 
(1905), über die wir jetzt ganz kurz sprechen werden. Sein 
Bestreben, in dem unter Mitwirkung von Cl. Thaer heraus­
gegebenen Buche war, die Arithmetik zunächst bis zur Dar­
stellung der Zahlen im dekadischen System aufzubauen, dann 
die lrrationalzahlen einzuführen und bis zu den allgemeinen 
POlenzcn und Logarithmen aufzusteigen. Uns interessiert als 
besonders originell der Aufbau der Lehre von den natürlichen 
Zahlen, der am ausführlichsten in seinem letzten 193o heraus­
gegebenen \tVerk "der Ursprung des Zahlbegriffs" dargestellt 
wird. Vier Begriffe sind es, die Pasch zugrunde legt: Dinge, 
Namen von Dingen, Angaben von Dingen durch ihrM Namen, 
früher und später in Bezug auf die Angaben. \tVir können nicht 



- 21 ­

crwarte.n, daß die Einführung genau der ps)chologischen Ent­
stehung des Begriffs von den Zahlen und ihrer \ufeinander­
folge entspricht, aber sie ist doch als ..natürlich zu bezeichnen. 
Ob sie freilich den Aufbau genüg.end s·truktui.,1't, ist zweifelhaft. 

In einer Reihe von sehr spät (nach Ig'W) entstandenen; 
Aufsätzen für die Annalen der Philosophie und philosophischen 
Kritik - später gesammelt unter dem Titel "iVlathematik 3m 
Ursprung" - beschäftigt sich Pasch mit der Frage, wie man 
zu den Kernsätzen auf natürliche 'iV,eise kommen kann. Denn 
die Kernsätze sind gf>\\ij~ Resultatr der \.bstrakt10n aus ('lner 
langen Kette von Erfahrullfren. Pasch unternimmt nun hier 
nicht, die tatsächlichen Erfahrungen, die ut'wa zu dC'm Begriff 
der Strecke geführt haben, zu untersuchen. Das wärf' eine Art 
anthropologischer Untersuchung. SonJerner führt drn Le,;er 
durch eine Kette von möglirhen Experimenten zu diesem B.e­
griff. So werden die Begrifff' drs ~tarrrn Körpers, der stf'llen­
weise "dünnen", also zweidimellsionalen, cll'r rindimensiollalcn 
Körper und ähnliches mehr in f\ingrJ1f'ndrr gl·duldiger Zer­
gliedf'rung dargrstellt. 

In verschiedeucn \.l'bcitell I s. '1-. B. IVlath. am rr~prung \ Il) 

untersurht Pasdl die Struktur rtl'S müthf'matisrhf\n Bewei:.ws. 
Durrh sorgfältige Brtrarhtung gelingt es ihm, uralte Srhluß­
figuren noch weit<'r zu zergliedern, wie z. B. den Schluß mit 
Hilfe der Transitivität der Eigenschaft des Enthaltl'nseins (modus 
barbara). Es gelingt ihm, die Voraussetzung der .Transitivität 
auf andere, vielleicht einfachere Voraussetzungen zurückzu­
führen. Diese A.rbeit wurde von Pasch selbst nur als Vorarbeit 
empfunden. Sie lieff'rt einen wertvollen Beitrag zu den augen­
blicklich sehr intrnsiv betriehenen Untersuchungen auf dem 
Gebiet der Logik. Jedenfalls ist <1if\ Pasch'schr. Analyse eine 
erstaunliche Leistung des Scharfsinns bE'i eirwm 80jähngen 
Mann. 

Zum Srhluß \\ollen wir noch versuchrn, uns ('in Gl'~amt­
bild von Pasrh vor A.ugen zu führ<'n. Die äuHerr Erscheinung 
ist ja weitaus den meisten unter Ihnen gegcIlwärtig und un­
vergeßlich; wie ·er einem an df'r Tür sl·ines lrbeitszimmers 
entgegenkam, die heiden HändE' zur B('grüßung vorg('strrckt, die 
nicht kleine Gestalt vom Alter leicht gebeugt, das gesundfarbene 
Ge~ichl mit dem kurz gehaltf'nen weißen Bart, die scharfe Brille 
vor den immer mehr versagendenl Augen, der kräftige Bau 
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des Schädels, der Ausdruck gütig, weisa, ein wonig it'onisclJ, 
gar nicht weich, sondern eher diszipliniert. Eine. fast pod(ln­
tische· Ordnung in allen seinen: Sachen, so daß er jeclQ go­
wünschte Kleinigkeit trotz seiner schlechten Augen sofort finden 
konnte. Mit einer spartanischen Anspruchslosigkeit hat er siCh 
in den schlimmen Jahren nach dem Kriege eingerich tet. Wil:' 
haben ihn bewundert, wie er es durch systematisch durchdachte 
Anordnung fertig brachte, als über 80jähriger mit einem R.uck­
sack als Gepäck ganz allein, über die Umsteigestation Berlin, 
nach Greifswald zu· seinen Kindern zu fahren. 'ViI' haben 
gedacht, daß !3r es verstand, die allein absolut sichere Methode 
der Axiomatik auch auf die Dinge des täglichen Lebens zu 
übertragen. Und als Mathematiker: man macht sich die Be­
schreibung leichter durch Vergleich. Aber keiner unter den 
Mathematikern der neueren Zeit will mir zum Vergleiche 
passend erscheinen. Am ehesten möchte ich ih'n mit Euklid 
vergleichen. Euklid's große, unvergängliche Leistung ist sicher 
die Systematik gewesen. Vielleicht hat Euklid keine ganz wich­
tige mathematische Erscheinung als erster erkannt. Aber seine 
geordnete Darstellung der Mathematik hatte zeugende Wirkung. 
Archimedes und Apollonios sind ohne Euklid nicht zu denken. 
Ja, es gibt wenig Menschen, deren Formungen solchen Einfluß. 
auf die Gedankenketten der Nachwelt gehabt haben, wie die 
Euklid's. Und so wirkt auch Pasch's Werk weiter, wenn es 
auch natürlich an geschichtlicher Bedeutung mit den "ElemCl}­
ten" nicht wetteifern kann. Aber es ist aus der Geschichte der 
modernen Mathematik nicht fortzudenken, weil es ebenfalli> 
fruchtbar weiter gewirkt hat. 

Als formenden Menschen, als Mathematiker, der stets den 
größten 'Wert auf den sprachlichen Ausdruck als den Träger 
der Gedankenketten gelegt hat, können: und sollen wir ihn 
auch mit Dichtern vergleichen. Und da möchte i,ch ihn mit 
dem Manne voll leidenschaftlicher Sittlichkeit, und doch größ­
ter Güte, dem großen Formkünstler, der mit fast pedantischer 
Genauigkeit jede Einzelheit bedachte, mit dem Deutsch-ösoor­
reicher Adalbert Stifter vergleichen. Ich weiß gar nicht, ou. 
Pasch Stifter gekannt öder gar viel gelesen hat, aber manch­
mal überrascht mich die Ähnlichkeit seiner Sprache mit der 
des Dichters. Das kommt vielleicht besonders in seiner schönen 
Festrede von 1894 "Über den Bildungswert der Mathematik" 
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Will "ur"c1win. wu 4'f übrig-l'lls auch begeist(·~rt VOll Eukiid als 
\ Ilrhild sprirhl. Dif'''-e Rene sollte jpder nicht matht>matisch 
lllll·rp,.sierte lp,.en, der sich rin Bild. von Pasch 's Eigrnarl: 
lIJat'!wll möchte. Pasch uuJ Stifter habe'n zweifellos eine innere 
\' I'nvandlschaft, obwohl ihre Herkunft denkbar verschieden ist. 
So wie Stifter hatte Pasch einr behutsame gütige Art, mit den 
Dillgru umzu~ehen. Pasch übte keine gewaltsame Oktwyierung 
VOll Symbolgeflechten auf die VVirklichkeit aus, aber doch ver­
suchte er mit unlwirrbarer Kraft, Ordnung in die Bezirhungeu 
rler !\.ußenwrlt zu dem Bau der Mathematik zu bringen. In 
der Geschichte der menschlichen Erkenntnisse hat sf'in ~anH' 

rinr besondf're Brdeutung. Pasch wird stets ein Vorbild sein. 
üb man dirsem rntsprechenJ handeln möchte, das ist vielleicht 
Sacht· des Temperan1flnts, aber als \'orbild werden wir ihn 
o;tpls empfinden, und sein \', irken wird nicht aufhörrn. 

Max Dehn. 

MOt'itz Pasch zum achtzigsten Gchnrtst3ß 
am 8. November I92} 

"ZWf'i Punkte", heißt's, "bestimmen eine Strpck!-".
 
Varf ich an seinem Ehrentag es wagrn,
 
Der \.xiomatik Klassiker zu sagen,
 
"\'as ich für ihn in diesem Satz entdecke:>
 

nrr \iVeg, den Du rückschauend heut betrachtest
 
Bis hin zu Deiner Jugend schweren Zeiten,
 
Er folgl auch ewigen Notwendi~kritC'n
 

Vvie die, zu deren Deuter Du Dich machte!'t.
 

Denn, wo t~in anderer sich krümmend windet
 
1m Dickicht der vrrschlungnen Lebenspfade,
 
Du zeichnest Deinen unverrückbar grade:
 
Die Linie, die Geist und Herz verbindet.
 

Denken und "Wollen ist Dir eine Einheit,
 
Nur höchste Klarheit durfte Dir genügP1L
 
Es hielt Dich über allen Lebenslügrn
 
Des Geistes Schärfe und des Hrrzens Hrlnheil.
 

\\Ter kann an seinem .\.bend mrhr vrrlangen,
 
Als dag sich seines Tages \i'lerk ihm malE'
 
Vom ersten Dämmern, wo es angefang·C'n,
 
In einem einz'gen ungrbrochenen Str;'lhle'?
 

\Vir fllldern, die in V\irrnis und Geliis~
 

Auf Deinem \iVeg zu wandeln nicht vrrmochl.pn,
 
Mit andern \\Taffen als mit Deinen fochtrn,
 
\Vir heugen uns vur Deiner stillen Größe.
 

Georg Honigmann .. 


