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nen fquivalent ist, fiir die der Beweis unmittel-
bare geometrische Durchsichtigkeit besitzt.

Der analytischen Behandlunz der so mit
Stetigkeit ausgestatteten projektiven Elementar-
aebilde erster und hoherer Stufe stand nun nichts
mehr im Wege. Die erste Aufgabe war, die ohen
zenannte Skala wirklich zu konstruieren; da sie
grundlegend ist, setze ich die einfache Art, in der
Klein zu ibr und zum Wert des Abstandes ge-
langte, hierher. Wihlt man auf dem Gebilde
orster Stufe (also der Geraden oder dem Strahl-
bitschel) die Fundamentalelemente der linearen
Substitution als Elemente ;=0 und x2=0
Lhomogener Koordinaten und setzt ai/as — 2z, so
sind 2 =0 und z =00 die Fundamentalelemente,
und die lineare Substitution hat die Gleichung

'

gli= 2.

Thre wiederholte Anwendung liefert aus jedem
Element z, die unbegrenzte Reihe konsekutiver
Elemente
Zyy ME A28y e v i e Az, ..
und es hat das Element, dem der Zahlenwert A%z,
entspricht, von z, den ganzzahligen Abstand 7.
Analog ergibt sich, falls @ eine rationale Zahl
ist, als Abstand des Elementes A%, von z, der
Wert o, und gem#R dem Stetigkeitsaxiom gilt
dies nun auch fitr irrationales «. Damit ist
sine dem Kontinuum entsprechende lickenlose
Skala hergestellt. Als Entfernung irgend zweier
Punkte z und 2z’ folgt noch (durch Vergleich
“hrer Abstinde von z,) der Wert
log z'/z:log A =c¢ log #'/z.

Der Quotient z’/z ist aber das Doppelverhiltnis
ler Elemente z° und 2z mit den Fundamental-
~lementen z — 0 und z = o0, und das Cayleysche
Resultat ist gewonnen, und sogar in verallge-
-neinerter Form. Als MaBunterschied zweier
Tlemente eines Grundgebildes erster Stufe ergibt
z<ich der mit einer IXonstanten multiplizierte
TLogarithmus des Doppelverhiltnisses, das sic
mit dem absoluten Gebilde bestimmen. Die Ver-
allgemeinerung, die in der Konstanten ¢ liegt, ist
von wesentlicher Bedeutung; sie erst ermoglichte
die groBe Ausdehnbarkeit der nichteuklidischen
Penkweise. LEin reelles ¢ liefert die Metrik mit
zwei unendlichfernen Elementen, wie sie fur die
1{ierade der ILobatschefskyschen Geometrie gilt;
sin imagindres ¢ die ohne unendlichferne Ele-
mente, die im Strahlbiischel und LEbenenbiischel
jeder Geometrie gilt. Die Metrik mit einem un-
endlichfernen Element ergibt sich fiir unendlich
srofes ¢; es bedarf dann noch eines geeigneten
Grenzitberganges, um die Formel in die euklidi-
sche Abstandsforme! iiberzufithren. Die drei so
sich ergebenden Fille hat Klein als hyperbolische,
slliptische und parabolische Geometrie bezeichnet.

Die groBie Bedeutung dieses Tatbestandes
Losteht darin, daf mit ihm auch die Grund-
lagen fir die nichteuklidische Geometrie der Ge-
Liete hoéherer Stufe bereits geschaffen waren; es
bedurfte nur der Ausfithrung im einzelnen. In
Jer Fbene hat man einen Kegelschnitt (s, im
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Biindel einen Kegel K», im Raum eine Fliche F.
als absolutes Gebilde zugrunde zu legen. Fur
jede Gerade ¢ liefern dann ihre Schnittpunkte
mit dem (s oder der F» das absolute Gebilde der
auf ihr lherrschenden Malibestimmung; ebenso
stellt der Schnitt einer Ibene & mit der F. den
absoluten ('» fiir diese Ebene, der von einem
Punkt P an die F» gelegte Tangentialkegel den
absoluten K. fiir das um P herumgelegte Biindel
dar usw. usw. Einer Bestimmung bedurfte noch
das Gebiet der eigentlichen Punkte. Es ist da-
durch festgelegt, daB die MafBbestimmung im
Biischel und Biindel in allen drei Geometrien
elliptischer Natur ist; ein Punkt ist also als
eigentlicher nur dann zuldssig, wenn das Paar
der von ihm an den (. gelegten Tangenten oder
der an die F. gelegte Tangentialkegel imagindr
ist. Endlich ist noch einigen natiirlichen Forde-
rungen Rechnung zu tragen. An sich fihrt jede
Wahl der Konstanten ¢ sowie jede Wahl der
quadratischen Form Q, die gleich Null gesetzt.
das absolute Gebilde darstellt, zu einer formal
mébelichen Geometrie. Man wird sie aber nur
dann als praktisch zuldssig ansehen, wenn sie bei
geeigneter Wahl der Konstanten ¢ gewisse Reali-
titsforderungen erfiillt; z. B. daP reellen und zu-
gleich eigentlichen Punkten ein reeller Abstands-
wert zukommt, daf der Mafunterschied zweier
reellen voneinander verschiedenen Elemente nicht
Null ist usw. Von dieser Forderung aus ergaben
sich, genau wie bei Riemann, fiir jeden R, immer
nur drei mégliche Typen vou Geometrien; die
hyperbolische, die elliptische und die parabolische.
Die nullteiligen und die ovalen F. liefern
die elliptische und die hyperbolische Geometrie,
und die \usartung der F» in einen doppelt zu
zihlenden (> die parabolische. Ist dieser Cp ins-
besondere der imgginire Kugelkreis, so wird die
parabolische Geometrie zur euklidischen.

Die Tragweite dieses einfachen Sachverhalts
war zunichst die, daB von ihm aus viele Einzel-
sitze der nichteuklidischen Geometrien als Folge-
rungen von fast unmittelbarer Evidenz erschienen.
Vor allem aber schlang er um Resultate, bei denen
vorher gerade ihr gegensitzlicher Charakter als
bemerkenswert erschienen war, das einigende
Band und lieB sie als Ausdriicke einer und der-
selben geometrischen GesetzmiBigkeit erkennen.
Zu den Zeiten von Gauf hatte sich noch jeder
einzelne Bearbeiter nichteuklidischer Probleme
seinen eigenen Weg gebahnt; damals war es nur
das Genie eines Gauff gewesen, das die Einzel-
resultate in die innere Beziehung zu setzen ver-
mochte, die ihnen zukam. Selbst Beltram: hat
noch zum Riemannschen Raum positiven Kriim-
mungsmales einen etwas engen Standpunkt ein-

genommen?). Es ist auch verstindlich, daB die
im Tuklidischen befangene Anschauung, der

die Phantasie fehlte, aus ihm projektiv heraus-
zutreten, zu den einfachen Vorstellungsbildern
der nichteuklidischen Metrik niecht gelangen

T vl S, 203,




i

_Halt lT.J
5. 4. 1919
tonnte. Alles dies hat sich mit dem Ersclieinen
von Kleing Arbeiten von Grund aus gedndert; sie
vormochten hier in gleicher Weise den Sonder-
charakter der Kinzelresultate abzustreifen, wie es
Jie projektive Methode lange vorher im Bereich
der gewtOhnlichen Geometrie getan hatte. Iinige
Beispiele mogen dies darlegen. Man braucht nur
cinen Strahlenbiischel mit einer Geraden oder
‘in Strahlenbiindel mit einer Ebene zu schnei-
den, und auf sie die elliptische Geometrie des
Biischels oder Biindels sozusagen perspektiv zu
iibertragen, um auf der Geraden und der Ebene
in unmittelbar anschaulicher Form ein Bild der
elliptischen Metrik zu gewinnen; insbesondere
liefert noch der Schnitt der Ebene mit dem abso-
luten K» des Biindels den abzoluten (s der ebenen
Alabbestimmung. Da die oben genannte Realitits-
forderung fiir die Konstante ¢ im hyperbolischen
Fall einen vreellen, im elliptischen einen rein
imagindren Wert bedingt, so wurde die im ele-
mentaren Lehrgebiude hochstens duBerlich ver-
stiindliche  Tatsache, daB die hyperbolische
Trigonometrie aus der sphédrischen durch den
Ubergang von einem reellen zu einem imaginiren
Kugelradius entspringt, mit einem Schlage durch-
sichtig. Ein weiteres Beispiel bildeten alle Satze,
die Kreise und Kugeln sowie ihre Ausartungen
betreffen. Kreise stellen sich in allen drei Geo-
metrien als solche Kurven zweiter Ordnung dar,
die mit dem absoluten (s zwel Tangenten gemein
haben, IKugeln als solche Flichen zweiter Ord-
nung, die die absolute I lings eines ebenen
Schnitts berithren. TEbenso durchsichtie wurde
die Eigenart der Grenzlinien und Grenzflichen
der Liyperbolischen Geometrie sowie auch die Tat-
zache, daB die MaBbestimmung auf ihnen para-
bolischen Charakter haben muf. Ist sie doch fiir
jeden Kreis und jede Kugel derjenigen perspekiiv
zugeordnet, die in dem Mittelpunkt herrschf, und
diese geht. wenn der Mittelpunkt ins Unendliche
ritckt, in die parabolische iiber.

Eine grundlegende Bedentung kam noch der
I'rage nach den nichteuklidischen Bewegungen
zu. Und das um so mehr, als Helmhollz gezeigt
hatte, dafl man sich auch von den Bewegungen
urd thren Iligenschaften aus einen ganghbaren
Weg zun den nichteuklidischen Theorien bahnen
kann. Kleins projektiver Ansgangspunkt lieferte
aneh in diesem Punkt eine iibersichiliche und
cinheitliche Antwort. DaB als Bewegungen nur
gewisse projektive Transformationen der Ebene
oder des Raumes in Betracht kommen konnten,
war evident. Im tbrigen mufte das euklidische
Verhalten wieder als Modell benutzt werden, und
die Ideen des Erlanger Programms muPien die
Richtlinien der Untersuchung abgeben. Die Auf-
cabe, die sich diesem Programm gemiill einstellte,
war die, die Gruppen projektiver Transformatio-
nen zu finden, die in jedem einzelnen TFall die
gruppentheoretische Grundlage der Metrik dar-
stellen. Der Tatbestand fiir die euklidische Me-
trik, von dem auszugehen war, ist andererseits
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der folgende: Die metrischen Eigenschaften sind
kovariante Beziehungen zu den absoluten Gebil-
den; als Operationen, fiir die die Xovarianz statt-
findet, kommen die Bewegungen und Umlegungen
in Betracht; solcher gibt es fiir die Ebene 003,
fiir den Raum 00%, und jede dieser Bewegungen
und Umlegungen fiihrt das zugehdrige absolute
Gebilde, also Kreispunkte und Kugelkreis in sich
ither. Die projektiven Transformationen, die in
den nichteuklidischen Fillen an die Stelle dieser
Bewegungen und Umlegungen treten, miissen das
absolute Gebilde gleichfalls in sich iiberfithren.
Solcher gibt es fiir einen ('» ebenfalls 003, und
filr eine /7y ebenfalls 00% und damit waren sie
bereits als die entsprechenden nichteuklidischen
Gruppen fiir Ebene und Raum erkannt. In bezug
auf sie stellt also jede nichteuklidische metrische
Ligenschaft eine kovariante Beziehung zum ab-
soluten (Gebilde dar.

Es galt jetzt nur noch, von den Operationen,
die die absoluten Gebilde in sich iiberfiithren, zn
den zugehorigen Bewegungen und Umlegungen
fiir die ganze Ebene, den Biindel und den Raum,
zu gelangen. Fiir Ehene und Biindel war die
Losung unmittelbar gegeben. Jede projektive
Transformation, die den absoluten (s einer Ebene
in sich iiberfithrt, laBt zwei seiner Punkte, P’
und P’ fest; damit auvch ihre Tangenten und
deren Schnittpunkt 0. Ist der C, reell, so liegt,
wie im Iuklidischen, eine Bewegung oder Um-
legung vor, je nachdem jeder der beiden Punkte
P’ und P” fiir sich fest bleibt, oder beide sich
gegenseitig vertauschen!). Die ebene Bewegung
erscheint also unter dem Bilde einer Drebhung um
den Punkt O; in Verallgemeinerung des euklidi-
schen Hauptsatzes der Kinematik. Jeder Punkt
bewegt sich auf dem Kreise, der den absoluten
(' in P’ und P” beriihrt.

Von besonderer Eleganz ist die Losung des
Problems in dem Fall, daB eine nullteilige F» das
absolute Gebilde darstellt, die Metrik also von
clliptischem Charakter ist. LEs ist die Geometrie,
die Cliffords phantasievoller Fliache vom Kriim-
mungsmal Null das Leben gab; und diese Fliache
ist es auch, fiir die Klein seine Ideen gestaltete.
Er kntipft dazu an die auf jeder F» vorhandenen
(teradenscharen an. Freilich sind sie auf einer
nullteiligen Fldche imaginir; aber sie sind es in
einer Weise, die gerade mit ihnen als Hilfsmitte!l
zu den reellen Bewegungen der F» und des Rau-
mes fithrt. Sie diirfen deshalb eine ndhere Aus-
fithrung beanspruchen. Sieht man zunichst von
den Realitdtsverhidltnissen ab, so ist klar, daf
diese (eraden bei jeder der ©¢® Kollineationen,
die die F» fest lassen, ebenfalls in sich iibergehen,
und zwar entweder jede Schar fir sich, oder
wechselweise beide ineinander. Sind % und w die
Parameter beider Geradenscharen, so entsprechen

1) Im elliptischen Fall kann man Umlegungen und
Bewegungen nicht unterscheiden. Hierauf wies Study
hin; Math. Ann. 39, S. 501,
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die Bewegungen inshesonderc denjenigen Substi-
tutionen, die in den Gleichungen

— "-1“"‘[3{1_
“_vl.u-i-ﬁ;

~ ihren Ausdruck finden; ihr einfachster Typus ist
offenbar derjenige, der nur * oder nur p trans-
formiert. Wird nur X transformiert, so geht jede
u-Gierade in sich iiber; die k-Geraden vertauschen
<ich untereinander, aber so, daB zwel von ihnen,
Iy und Iy, fest bleiben, und zwar Punkt fiir Punkt.
Die u-Geraden e¢rscheinen also als Strahlen einer
sewissen Kongruenz, die die Geraden Iy und I,
als Leitlinien besitzt, und es bewegt sich jede
w-Gerade in sich. Damit ist auch bereits die all-
gemeine Bewegung des Raumes ersichtlich, die
dieser Bewewung der I, in sich entspricht; sie
kann nur cine solche sein, bei der jeder Strahl
der ebeu genannten Kongruenz in sich gleitet.
Die zugchoriee projektive Transformation ist also
cine windschicfe Porspektive. Klein bezeichnet
<ie als Schiebung. Alle Punkte riicken auf ihren
w-Strahlen um das nidmliche Stiick @ fort, und
cbenso drehtv sich zugleich jede Ebene um den
in ihr liegenden wu-Strahl um diesen Winkel o
der Sinn dieser Drehung ist bei den A-Strahlen
und w-Strahlen e¢in entgegengesetzter. Dies fiithrt
noch zu der eiccnarticen Folgerung, dall man die
Schicbungen als nichteuklidische Schraubungen
auffassen kann, fir die jeder der 00% Kongruenz-
strahlen eine Schraubenaxe darstellt.

Der Reiz dieser einfachen Losung besteht nun
insbesondere darin. daB die so eingefiihrten
Schicbungen bei den nullteiligen Flachen reell
ausfallen. Bei ihnen besteht nidmlich jede Ge-
radenschar in  Kleinscher Ausdrucksweise aus
hochimaginiiren Geraden, da sie ja einen reellen
Punkt nicht enthalten konnen: doch so, daB in
der einzelpen Schar zu jeder Geraden auch ihre
konjugiert imaginire auftritt. Dies bewirkt, daB
die Geraden 7, und . ebenfalls konjugiert
imaginir sind. Damit ist aber die zugehdrige
Kongruenz, also auch die ihr entsprechende Schie-
bung als eine reelle erkannt; und es folgt weiter
noch, daR von den beiden A- uand p-Schiebungen
die eine rechtsgewunden, die andere linksgewun-
den ist.

Es ist heute nicht ganz leicht, den auler-
ordentlichen Eindruck abzuschitzen, den Kleins
Aufsitze aus den Annalenbinden 4 und 6 aus-
gelost haben mégen. Die Zahl der an sie unmittel-
bar ankniipfenden Arbeiten 1ist freilich keine
grofe; hatte er doch die Einzelfolgerungen fiir
Ebene und Raum in der Hauptsache schon selbst
~ gezogen. Von jiingeren Gelehrten, die sich sofort

von seinen Ideen fesselr lieBen, und seine Resul-
tate weiterfithrten, nenne ich besonders Linde-
mannt) und d’'Ovidio?). Beide dehnten alsbald
die nichteukiidischen MaBbegriffe auf den Linien-

1) Math. Anon. Bd. 7 (1873) S. 56.

?) Ann. di Mat. (2) Bd. 6 (1873), S. 72, und Math.
Ann. 12 (1877) S. 403, Hier werden die MaBfunktionen
des nichteuklidischen R, eingehender erbrtert.

[ Die Natnr-
wissenschaften

raum aus auf der Grundlage, die schon im Er-
langer Programm enthalten war. Lindemann
stellte auBerdem die Kinematik und die Krafte-
lehre auf nichteuklidischer Grundlage dar und
zeigte, wie die von Chasles, Poinsot und Mobius
gefundenen Sitze iiber unendlichkleine Bewegun-
gen sich sinngemill nichteuklidisch iibertragen.
Seine Resultate fesseln insbesondere dadurch,
daB im Nichteuklidischen auch fir die Metrik
eine volle Dualitit fiir Abstand und Winkel be-
steht. Translation und Rotation sind hier vollig
gleichwertig; eine Translation ist zugleich eine
Rotation um ihre Polare beziiglich der absoluten
7’ und umgekehrt. Die analoge Dualitdt gilt in
der nichteuklidischen Statik fiir Einzelkraft und
Kriftepaart). In den letzten Jahrzehnten hat die
projektive Autfassung des Nichteuklidischen auch
auf die Losung von Ilinzelproblemen vielfach for-
dernd eingewirkt. Die Hauptwirkung der Klein-
schen Arbeiten besteht aber darin, dall sie all-
mihlich das ganze nichteuklidische Denken mit
projektivem Geist crfiillten; ebenso haben umge-
kehrt die nichteuklidischen Gedankenkreise be-
fruchtend auf die projektiven Probleme einge-
wirkt. Seit geraumer Zeit ist nichteuklidisches
und projektives Denken zu einer untrennbaren
Einheit verschmolzen. Probleme von groBer
Tragweite und Fruchtbarkeit sind in den letzten
Jahrzehnten in diesem Sinne erdacht und gelost
worden; es mag geniigen, an die sehr allgemeinen
und weittragenden Resultate zu erinnern, die
Study iber den Linienraum und seine nicht-
euklidischen Eigenschaften gewonnen hat. Sie
sind durchaus aus der von Klein gestreuten Saat
erwachsen.

Einige Einzelfragen, die Klein selbst in den
Kreis seiner Betrachtung gezogen hat, mogen
hier noch zu kiirzerer Erdrterung gelangen:

1. Ein groBler Erfolg des Kleinschen Ansatzes
war die volle Einordnung der Riemannschen Ge-
dankenginge in den Rahmen des projektiven
SchlieBens. Den Riemannschen Ausgangspunkt
bildet der Zahlenraum und die definite quadrati-
sche Differentialform, die das Linienelement be-
stimmt. Da bei Klein gleichfalls eine quadrati-
sche Form Q als fundamentales Gebilde zugrunde
liegt, so springt die analytische Gleichartigkeit
des Ausgangspunktes sofort in die Augen. Die
Aufgabe war also nur, den Weg zu finden, der
die innere Ubereinstimmung der Problemstellung
ins Licht setzen konnte. Klein erschuf dazu
den Begriff der Berithrung zweier Malbe-
stimmungen.  Liegt namlich irgendeine all-
gemeine MaBbestimmung vor, so kann man eine
parabolische so wihlen, dafl sie in der Umgebung
eines Punktes P mit der um ihn herum herr-
schenden infinitesimal iibereinstimmt, und diese
Umgebung ist um so griofer, je groBer der Wert
der Konstanten ¢ ist. Dies Verhiltnis beider

1) Einige Anwendungen auf die Dynamik gab Klein
selbst in seinen autographierten Vorlesungen.
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MaPbestimmungen nennt Klein eine Beriithrung
und die Starke der Abweichung der allgemeinen
von der speziellen ihre Krimmung. Bedeutung
nnd Berechtigung dieser Begriffe — und das ist
naturgemif das Entscheidende — beruhen aber
darauf, daB als MaB der Kriimmung genau der
Ausdruck des Gaulischen Kriimmungsmafes ein-
gefiihrt werden konnte. Ein jeder R, kann also,
je nachdem man in ihm eine hyperbolische,
elliptische oder parabolische Mafgeometrie zu-
grunde legt, als Mannigfaltigkeit von konstantem
negativem, positivem oder verschwindendem
Kriimmungsmal angesehen werden. Damit war
zunichst einmal der Anschlub an die Riemann-
sche Auffassung auf projektiver Grundlage er-

reicht. Dieses Ergebnis enthielt bereits Kleins
erster Artikel. Den zweiten Schritt, die volle
Verschmelzung des Riemannschen Ausgangs-

punktes mit dem projektiven, brachte das Erlanger
Programm. Er stiitzt sich auf die gruppen-
theoretische Deutung, deren Beltramis Arbeiten
iiber die geoditischen Linien der M, konstanter
Kriimmung fihig waren. Beltrami hatte zweierlei

gezeigt. Erstens sind diese geoditischen Linien
bei geeigneter Wahl der Koordinaten durch
lineare Gleichungen darstellbar, und zweitens

finden Bewegungen dieser I, in sich in linearen
Transformationen dicscr Xoordinaten ihren ana-
lytischen Ausdruck. Damit war die Gruppe, die
die metrische Geometrie der Mannigfaltigkeiten
konstanter Krimmung stiitzt, als eine Unter-
gruppe der Gesamtgruppe aller linearen Trans-
formationen erkannt, und damit einer Unter-
gruppe der projektiven Gesamtgruppe ahnlich.
Da ferner die (Cayleysche MaBbestimmung, wie
oben erwahnt, als Malbestimmung in einem Raum
konstanter Krimmung gedcutet werden kann. so
mufl dies¢ Untergruppe auch die nimliche sein,
die Cayleys projektiver Auffassung der Metfrik
zugrunde liegt.

2. Beltramis Sitze iiber die geoditischen
Linien auf den Flichen konstanter Kriimmung &
lieflen diese Linien als gleichwertig mit den Ge-
raden der Ebene erscheinen. Dies hatte aber in
einem wichtigen Punkt versagt. Auf der Kugel
schuoeiden sich grofte Kreise in zwei Punkten;
ferner laufen durch zwei diametrale Punkte
unendlich viele von ihnen; Beltramt schien es
daher notig, fiir die elliptische Geometrie Aus-
nahmen von den Axiomen des Schneidens und
Verbindens zuzulassen. Dies hat die richtige
Auffassung lingere Zeit behindert. Das Fehlen
der geoditischen Parallelen auf den Flidchen
& >0 veranlaBte Beltrami sogar, diese Flichen
als Objekte geringeren Interesses anzusehen. Da
es in jeder Mannigfaltigkeit MM, vom Kriim-
mungsmafl & <0 geoddtische Kugeln (Dn—1)
von positivem & gab, so meinte er, die Geometrie
der Mannigfaltigkeiten & >0 sei in der Geo-
metrie derer fiir § < 0 enthalten und bediirfe
deshalb keiner eigenen Untersuchung. Das war
aach Riemann, aber vor Klein. Aber der Uber-
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zang vom Beltramischen Bilde zur Sache selbst
deckte sofort die Quelle des Irrtums auf. Der
Biindel, als Ort sciner Ebenen und Strahlen, und
zwar der ungerichteten Vollstrahlen, stellt das
eigentliche elliptische Grundgebilde zweiter Stufe
dar; in-ihm ist die Geltung der Axiome des
Schneidens und Verbindens ausnahmslos reali-
siert. Der Fehler des Beltramischen Bildes ent-
stand dadurch, daB die Beziehung zwischen den
durch das XKugelzentrum laufenden Biindel-
strahlen. und den Kugelpunkten eine einzweidew-
tige ist; um ein eineindeutiges Bild zu erhalten,
darf man also nur die Halbkugel verwenden.
Klein hat den Sachverhalt auch noch auf andere
Weise zu veranschaulichen gewuft; er wies dar-
auf hin, daB hier dieselben Unterschiede obh-
walten, wie bel den einseitigen und zweiseitigen
Flichen. Die Kugel ist eine zweiseitige Fliache, die
projektive Ebene dagegen, die in dieser Hinsicht
dem Biindel — als sein eineindeutiges projek-
tives Abbild — gleichwertig ist, eine einseitige;
und das gleiche gilt von der hyperbolischen Ebene.
Man kann aber beide in eine kugelartige zwei-
seitige Flidche iibergehen lassen, indem man sie
aus cinem doppelten Blatt bestehen ldf8t, und
dann beide Bldtter durch Aufbauschen vonein-
ander trennt, wihrend sie lings des zugehGrigen
(’s verbunden bleiben.

3. Der Riemannsche Ausspruch, daB die Un-
begrenztheit des Raumes seine Unendlichkeit nicht
nach sich zieht, hatte alsbald seine grofie Wirkung
auf das mathematische Denken ausgeiibt; seine
natiirliche Wiirdigung fand aber auch er erst,
als die projekrive Auffassung der Dinge das Ver-
stindnis fiilr ihn erschloB, und den Biischel
und den Biindel als einfachste elliptische
laumformen  hinstellte. Nachdem es er-
schlossen  war, wurde die elliptische Geo-
metrie gerade diejenige, die erhdhten Reiz
auszuiiben vermochte; durch die volle Harmonic
ihres geometrischen Verhaltens, die die Dualitit
nicht nur fiir die Sitze des Schneidens und Ver-
bindens, sondern auch fiir die Metrik im Gefolge
hat. Dieser Reiz war es sichcr auch, der Clifford
zu seiner berithmten Fliche fithrte, die er Klein
1873 vorfithrte, und fiir die er Klein mit der
zleichen Wirme zu erfitlllen wulite, die ihn selbst
beseelte. Die Hauptleistung von Clifford war die,
daB er dem Begriff parvalleler Geraden auch in
der elliptischen Geomefrie eine Exisienz schuf
und damit die Liicke ausfilllte, die Beltrami als
einen ihrer Mingel empfunden hatte. Er behicls
vom euklidischen Parallelismus die Eigenschaft
bei, die metrischer Natur war; namlich die, daB
jeder Punkt der einen Parallelen von der anderen
gleichen Abstand besitzt. Diese Parallelen ge-
niligten auch dem Satz, daBl eine Gerade, die zwel
von ihnen trifft, gleiche Winkel mit ihnen bildet.
Mit ihnen hat cr seine phantasievoll erdachte
Fldche erschaffen. Sie ist vom Kriimmungsmal
Null; auf ihr gilt die ebene Geowmetrie fiir ein
begrenztes Parallelogramm in  der Weise, daB
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man seine Gegenseiten als identisch anzusehen
hat.

Cliffords frither Tod hat eine eingehende Dar-
stellung seiner Resultate verhindert. Das aus-
fithrliche Werk von Killing ber die nichteuklidi-
schen Raumformen, das 1885 erschien, hatte die
Fliche nicht erwihnt, und dies veranlafte Klein,
alshbald eine ecigene Erorterung der Fliche zu
geben, Er gelangt zu ihr mittels der Schiebungen,
die oben als die einfachsten Bewegungen des
elliptischen Raumes auftraten. Die ihnen ent-
sprechenden Kongruenzstrahlen sind die Clifford-
schen Parallelen. Im hyperbolischen Fall sind sie
imaginir, im elliptischen dagegen reell, und das
bedingt ihre Verwendbarkeit gerade fiir den Fall,
dafl das absolute Gebilde eine nullteilige Fldche
F, ist. Die Cliffordsche Ildche ist eine Regel-
fliche ®,, die mit F» ein windschiefes Vierseit
gemein hat; jede ihrer beiden Geradenscharen be-
steht aus Cliffordschen Parallelen der einen und
der andern Art. Die Fldache gestattet daher beide
Arten von Schiecbungen; bei jeder Schiebung sind
die cinen Erzeugenden die Bahnkurven und die
andern vertauschen sich unter sich. Jedes auf
ihr gelegene Vierseit spielt daher vollig die Rolle
eines ebenen Parallelogramms. Die Zerlegbarkeit
in lauter unendlichkleine Parallelogramme von
konstantem Winkel ¢ und gleichem Fldchen-
inhalt ergibt unmittelbar, da die Gesamtlinge der
Geraden den Wert & hat, fiir ithren Gesamtinhalt
den endlichen Wert =2 cos ¢.

Von der phantasievollen Eigenart der Clifford-
schen Flidche strahlte auch sonst noch erhellendes
Licht aus. Es erscheint verstindlich, dafl man
die Flidchen von konstantem & zunichst als ein-
fache geschlossene Mannigfaltigkeiten betrachtete
und meinte, die Beweglichkeit der auf ihnen vor-
handenen Figuren iither die Fliche hin fithre auch
die Fldchen als Ganzes in sich iiber. Beides hat
sich als Irrtum erwiesen. Die Cliffordsche
Fliche geht als Ganzes nur durch die 00? még-
lichen Schiebungen in sich iiber; andere Be-
wegungen in sich gestattet sie nicht; insbesondere
zeigt der Umstand, dal ihre von einem Punkt
ausiaufenden geoditischen Linien teils geschlos-
sen, teils ungeschlossen sind, dal keine Drehung
um einen ihrer Punkte méglich ist. Dagegen
libt sich jedes Parallelogramm, wie iiberhaupt
jede begrenzte Figur, auf 003 Arten auf ihr ver-
schieben. Den inneren Grund bilden ihre Zu-
sammenhangsverhéltnisse, Will man eine Zylin-
derfliche auf die Gesamtebene abwickeln, so mufl
man sie mit unendlich vielen Blittern bedecken:
jedem Blatt entspricht in der Ebene ein Paral-
lelstreifen. Ganz Analoges gilt fiir die Clifford-
fliche. Aus ihrer Endlichkeit folgerte schon
Clifford, daB sie, lings zweier von demselben
Punkt ausgehender Erzeugenden aufgeschnitten,
einfach berandet und einfach zusammenhingend
wird und auf ein IRhombus abgewickelt werden
kann. Das unendliche Netz, das aus diesem
Rhombus in der Ebene entsteht, ist dann ein Bild
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der mit unendlich vielen Blittern bedeckten
Flache, und alle diese Blitter gechen wie beim
Zylinder glatt ineinander {iiber. Die Eigenart
des elliptischen Raums besteht aber darin, dal
das Zurticklaufen der Fliche in sich hier auf
verschiedene Art moglich ist. Weiter kann man
aber auch das Rhombus in gewohnter Weise zu
einer Ringfliche zusammenbicgen und erhdlt da-
mit eine neue Veranschaulichung der Zusammen-
hangsverhilinisse,

Damit war von selbst ein neues Problem er-
standen; man hatte die nichteuklidischen singu-
larititenfreien Raumformen auf ihren Zusani-
menhang zu untersuchen. Fiir die Flichen > 0
hatte schon Killing ein hierhergehiriges Resultar
abgeleitet. Reelle Arten — denn nur auf solche
kommt es an — gibt es nur zwei; sie finden iur
Biindel und in der Kugel thre einfachsten Ver-
treter und entsprechen, wie schon erwihnt wurde.
der einseitigen und zweiseitigen Ildchengattune.
Als  mogliche zweidimensionale Raumformen
= 0 erkannte Klein auBer den oben genannten
zweiseitigen Flichen, nimlich der aus der Clif-
fordschen Fliche entstehenden Ringfliche und der
Zylinderfliche, nur noch eine einseitige; man
kann eine Ringfliche nidmlich so deformieren.
daB sie diese Doppelfliche beiderseits iiberzieht.
Raumformen § < 0 existieren dagegen unendlich
viele. Ringflache und Zylinderfliche entstehen
aus dem Parallelogramm und dem Parallelstrei-
fen der euklidischen Ebene durch Zusammen-
biecung und damit aus solchen Flichenstiicken.,
die den Fundamentalbereich der doppelt und ein-
fach periodischen Funktionen bilden. Andere
Moglichkeiten werden durch die geforderte Zu-
sammenbiegung ausgeschlossen. (Ganz analog ent-
stehen die Raumformen & < 0 aus entsprechen-
den Polygonen der hyperbolischen Ebene, also aus
solchen Teilungen der hyperbolischen Tbene in

- kongruente Polygone, die durch unendlich viele

hyperholische Bewegungen in sich iibergehen, und
damit den Fuundamentalbereich einer reell auto-
morphen Funktion abgeben. Kleins Problemstel-
lung hatte noch den Iirfolg, Killing zur Weiter-
fuhrung seiner Untersuchungen anzuregen?). Iir
fand, daB es in jedem B, fiir & >0 und fiir ge-
rades 7 immer nur die zwei Raumformen gibt.
die fiir n =2 in der Kugel (dem sphirischen
Raum) und im Biindel verkdrpert sind. TFiir
ungerades n gibt es dagegen noch weitere solche
Raumformen.

4. Die Bezichung des Nichteuklidischen
zu den automorphen Funktionen hat sich
im  voratehenden Dbereits eingestellt. Klein
hat auf diese Zusammenhinge als Quelle for-
dernder Lrkenntnis stets mit Wirme und Nach-
druck hingewiesen. Freilich handelt es sich hic -
in erster Linie um eine Geometrisierung ana-
Iytischer Dinge. Jegliche Geometrisierung dient
aber nicht nur der allseitigen Durchleuchtung
eines Problems und der Erkenntnis seines Zu-

1) Math. Ann. 39 (1891) S. 2537,





