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und projektiye, also lineare Transformation, und 
Z\\'ar als eine, bei der einerseits die uuendJich­
lern.en Elemente, andererseits auch die Elemente 
des absoluten Gebildes fest bleiben; diese El"mente 

eHen daher suwohl diB Doppelelemente der linea­
ren Transformation wie auch die Elemente von 

lJ.yleys absolu[0m Gebilde dar. Damit, war die 
ette der Argumente geschlossen, und die Einord­

nung der Cayleyschen Metrik in die projektive 
Geometrie crreicht. \\-ählt man als absolutes Ge­
bilde insbesondere zwei ree]]e, zwei imaginäre, 
oder zwei zusammenfa]]ende. Elemente - womit 
alle ffIöglichkeiten -erschöpft sind -, so erstehen 
die Maßbestimmungen mit zwei reellen unendlich­
fernen Element.en, zwei imaginären, oder einem 
reeFlen; also d,ie Loba tschefskysche Geom€trie, dic 
euklidische, und endlich diejenige, auf die Rie­
mann zuerst hingewiesen hat, und bei der die 
Gerade eine endliche Länge bC'S>iiJzt. Sie ist i 11 

demjenigen Elementargebilde realisiert, das der 
Gerade11 dualist,isch gegenübersteht, n.ämlich im 

rahlenbüsuhel; die Gesamtheit aHer Winkel be­
itzt den Wert 2 TC, und ihr absolutes Gebilde ,~rird 

,-on den nach den imagiriären Kreispunkten zie­
lenden Stl:ahlen gebildet. 

Eine l'ineare Transformation ist nur in ei.em 
Zahlenraum ausführbar. :Mit Riem.ann und Helm­
kaUz von vomheTein elen geometrischen Konstruk­
tionsraum als Zahlen raum einzuführen, wal' fÜr 
den Brbauel' eines geometrischen Gebäudes nicht 
angängig'. Aber der Meister allel' projektiven Bau­
kunst, Chi'. v. Staudt, hatte ja, wie oben erwähnt, 
den Bau 'bereits im wesentlichen. errichtel und 
die Umwandlung des geometrischen Raumes in den 
Zahlenraum gelehrt, Auf die Fundamente des 
J3aues und d,ie Art seiner Aufmauerung näher ein­
zugehen, kann unterbleiben. Es genüge der Hin­
tI'eis, daß Klpin VOll yornherei n die LÜcken er­
"kannte, die noch zn H'rkit.ten waren, und auch 
über den Kitt, der die Festigkeit des Baues ver­
bü.rgte, nicht im Zweifel t\·ar.Um zweierlei han­
delte es sicht Die Staudtsche Darstellung ruhte 
auf dem Parallelenaxiom und mußte deshalb yon 

ieser il11'el' Grundfage befreit werden. Es gelingt, 
indem man alle Konstrurktionel1' zu~ächst in einem 
endlichen Raumteil vornimmt, den man dann zu 
erweitern, und falls nötig, durch ideale (un'eigent­
'icbe) Elemente zu ergä1YZen hat~); was ja. schließ­
'eb im euklidischem Raum durch Hinzufügung der 

unendJichferuen Elemente in ganz analoger Weise 
~sehieht. Freilich entsteht dabei z~nächst die 
Schwierigkeit, daß ein Grundelement, wie die Ge­
rade. dem begrenlZten Ranmteil, iil dem man 
l')pleriert, nicht vöJJ.ig angehört, und daß daher die 

onstruktionen und Beweise, die zur Bestimmung 
~ vierten hal'monischen Punktes, nötig sind, in 

illusorisch werden können. Da aber in 
j4'Uem n.aumteil vollständige Gl'undgebilde Ei"rster 
lUhi höherer Stufe, nämlich Büschel, und" Bündel 

• ' Ein HiU\n~js !l1~f solcbe idealen Elemente find-et 
bereits bei lJeUmmi, Giorll. d1 mat Bd'. 5 (1867), 

yorllanden sind, so lassen sich die Staudtschen.. 
Konstruktionen llnd Beweisgänge zunächst fÜr sie 
durchführen u'nd dann allf die unbegrenzten. 
Grundgebilde, mittels Him~l1nall1l1(' dC'r idealen 
Elemente übertragen!). Klein zeigt dies sogar in. 
der '\Teise, daß er nicht mit Geraden und Ebenen,. 
sondern allgemeiner mit Runen und Flächen ope­
riert, die den für den projekti\"en Aufbau grund­
legenden' Axiomen des Schneidens und Verbi1.1dens. 
und der Anordnung genugen. Die zweite ilot\ven­
dige Ergänzung des Staudtschen Lehrgangs 
stand in der axiomatischen Ein,führung dcr geo­
metrisch-en Stetigkeit und ihrer Beziehung zur­
Irra tional'zal112). Heu te, wo uns der Gegensa t4. 

zwischen der abzäblbaren :Menge und dem Konti­
nuum so geläufig ist., wie das Einmaleins, ist es· 
ja evident, daß ein konstrukti'-es Yerfahren. 
das mit einer endlichen Zahl yon Grundpunhen 
beginnt, nur eine abzähJbare :Menge yon Konstruk­
tionspunkten lieferllJ kann, und daß daher jeder­
Beweis des Fnndament.alsatzes, der nicht durch ein 
Axiom übel' die Abzählbal'keit hinausführt, Ye;t­

sagen, muß. Klein hat hierzu in. seinem zweiten 
Artikel zuerst des näheren Stellung genommen; 
indem er die Forderung aufsteHt, daß jede auf 
einem Grundelement erster Stnfe vorllandene 
R.eihe nnendlich vieler konstl'uktiyer Pnnkte eill> 
Gr,enzelement bestimmen soJl, das dem Gebilde­
angehört und zugleich alle asiomatischen Eigen­
schaften der Konstruktionspunkte b€s.itzt"). Da­
mit war die Stetigkeit des Raumes auf pJ:ojeld,iyer­
Grundlage für das damalige mathematische Den­
ken in der gleichen 'Veiw eingeführt.. wie di 
Jrrationalzahl von Canto/' und Dede7cind. Genall 
genommen muß man freilich auch noch das archi­
medische Axiom YOl'auS'Setzell, dessen EinfÜlu'ung 
und Bedeutung man erst in späterer Zeit ZOll 

würdigen gelernt hat4). ~achdelU sodann 
noch .im Anschluß an Kleins Arbeiten der Bewei 
geführt war, daß die Staudtschen Konstruktions­
punkte das Elementarg'ebilde iiberall dicht be­
decken, war d'er Beweis des Funda men tal&a tze.s­
einwandfrei erledigt. Klein sl,lb&t hat dafür spä­
ter Doch eine eigene DarsteJ.lung' gegeben, um 
auch hier dem BedÜrfnis nach ("'illfacher und 'nn­
schaulicher Erfassung möglichst gerecht zu \I'er­
d'en. Sie lehnt sich an die analogen Verhältl1iss(' 
der Moon1figur an und ruht darauf, daß jede 
1'ineare Substitution mit gnnzzahligen Koeffizien­
ten einer endlichen Zahl einfachster Substitl1tio­

') Hierauf wies BehOB der erste "\rtikel hin; Bd. ·L 
S. 623. Eine. ausführliche Dar.stAllltlll'g gab spiiter 
F. SC7U'T, ~1,atb·. Ann. Bd. 39, S. 113. 

2) Die oben erwäbnt.e Schrift von Bonola. bat llud. 
ui-e vielen elementa.ren Beweise der \Vinkelslll'Jl1l1(' 
dar.aufb,in geprüft, inwiefl'rrt sil:' di0 Stetigkeit 111111 d::t.'­
Axiom des Arcbjmed~s benutl.en. 

3) Bd'. 6, S. 140. J n aller l\Unc \\. i l'll l1 ie F l':1ge­
''euch schon in TId. 4, S. 582, gest,reift. 

t) Vgl. dns Kleinscbe Gutachten zur el\,>ten '\'1'1'­
teilung -d-es Lobatschefskypreises, a.bgedruckt in )Jath . 
Ann. Bd. 50, S. 594. Dehn hat spater den EioHuB 
-des AxiQlns auf de.n Satz über die Wiukf,lslirUloe er­
örtert. Math. Ann. ;}.1, S. 405. 
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neu äquivalent i t, fÜr die der De"'eis unmittel­
bare geometrische Durchsichtigkeit besitzt. 

Der analytischen Behandlung der so mit 
teti.gkeit ausgestatteten projektiven Elemen tar­

gebilde erster und höherer Stufe tand Dun nichts 
mehr' im Weg . Die erste Aufgabe war, cl ie oben 
""enannte -Skala wirkE h zu konstruieren; da sie 
gnwdlegend ist, seb>.€! ich die einfache Art, in der 
]Oein zu ihr und zum Wert des AbstaHdes ge­
langte, hierher, Wählt man auf dem Gebilde 
er tel' Stufe (:;l.lso der Geraden oder dem Strahl­
hÜschel) die Fundamentalelemente der linearen 
. ubstitution als Elemente Xl = 0 und Xz = 0 
homogener Koordinateo und setzt Xl/X2 = Z, so 
-ind z = 0 und z = 00 die Fundamentalelemente, 

ud die lineare Substitution hat die Gleichung 
Z' = i... z. 

Th.re wiederholte \uweudung liefert aus' j dem 
Element Zl die un1)ogrenzte Reihe kon kutiver 
EI mente 

ZI' I Zp l..2Z1J !\.1't.z IJ 

lind es hat das Element, dem der Zahlenwert "nz l 

-entspricht, von Zl den ganzzahligen Ab and n. 
Analog el:gibt S'ich, faUs 0. eine rationale Zabl 
ist, als Abstand' de Elementes f."Z\ von Zl der 
Wert fI., und gemäß dem Stetigkeit.saxiom gilt 
die nun auch für irrationales 0.. Damit ist 
t~ine dem Kontinuum entsprechende lückenlose 
Skala herge te1Jt, Als Entfernung irgend zw i I' 

l' lnkte z und z' folgt. noch (durch 'Ir I'gleich 
1h rer Abstände yon Zl) der Wert 

log z'/z; log ,,= clog z'/z, 
er Quot.ient z'fz ist aber das Doppelvel'hältnis 

der Element.e z' und Z mit derr Fundamental­
Jementen Z = 0 und z = 00, und das Cayleysche 

Hesultat ist gewonnen, und ogar 'in yerallge­
leinertel' :Form. Als Maßunterschied zweier 

Elemente eine Grundgebildes erster Stufe ergibt 
-sich der mit einer Konstant.en multiplizierte 
l.ogarit,hmus des Doppeherhältnisses, das sie 
Init dem absoluten Gebilde bestimmen. Die Ver­
.llgemeinerung, die in der Konstanten c liegt, ist 
""OU we entlicher Bedeutung; sie erst ermöglichte 
die große Ausdehnbarkeit der nichteuklidischen 
Denkweise. Ein reelles c liefert die Metrik mi t 
,zwei l1nendIichfernen Elemen ten, wie sie für die 

;erade dcr I,obatschefshschen Geometrie gilt; 
-('i'n imaginäres c die ohne unendlichferne EI ­
mente, die im Strahlbüschel und Ebebenbüschel 
jeder Geometrie gilt.. Die Metrik mit einem un­
<.'Ildlichf rnen Element ergibt sieb für unendlich 
~roßes c; es bedarf dann noch eine geeign ten 
Grenzüberganges, um die Formel in die euklidi­
-sehe Abstan-clsformel ÜberzufÜhren. Die drei so 
.;;ich ergebenden FäHe ha t Klei1'/, als hype1'bolische, 
-elliptische und pa1'abolische Geometrie bezeichnet. 

Die große Bedeutung dieses Ta t,best.andes 
besteht darin, daß mit ihm auch die Grund­
lagen für die nichtcuklidische Geometrie der Ge­
biete höherer St.~fc bereits geSChaffen waren; es 
bedurfte nur der Ausführung im einzelnen. In 
(er 'Ebene hat man einen Kegelschnitt 0,. im 

BÜndcl einen Kegel K" im Raum eine Fläche F" 
als absolutes Gebilde zugrunde zu legen. Fü!: 
jede Gerade g liefern dann ihre Scbnitt.punkte 
mit dem C~ oder d'er F 2 das absolute Gebilde deI' 
auf ihr herrschenden Maß bestimmung ; ebenso 
ste1Jt der chuitt eiuer Ebene E mit der F 2 den 
absoluten Cz für diese Ebene, der \"on einem 
Punkt P an die F z gelegte Tann-entialkegel den 
absoluten Kz fÜr da um P herumgelegte Bündel 
dar us\\'o US"·, Einer Bestimmung bedurfte noch 
das Gebiet der eigentlichen Punkte. Es ist da­
durch fe tgelegt, daß die Maßbe timmung im 
Büschel lLUd BÜnd'el in allen drei Geometrien 
elliptischer Natur is't; ein Punkt ist also als 
eigentlicher nur dann zulässig \veon das Paar 
der von ihm an den O2 gelegten Ta.ng·enten oder 
der an die F 2 gelegte Tangentialkegel imaginär 
ist. Endlich ist noch einigen natÜrlichen Forde­
rungen Rechnung zu tragen. An sicb führt jede 
Wahl der Konstanten 0 sowie jede Wahl der 
quadratischen Form Q, die gleich Null geset.zt. 
das absolute Gebilde darstellt, zu einer formal 
möglichen Geometrie. Man wird sie aber nur 
dann als praktisch zulässig ansehen, wenn sie bei 
geeigneter Wa.hi der Konstanten c gewisse Reali­
lätsforderungen erfüllt; z. B. daß reellen und zu­
gleich eigentlichen Punkt,en ein reeller Abstands­
wert zukommt, daß der Maßunterschied zwcier 
J:eellen voneinander verschiedenen Elemente nicht 
Null ist u ''11'. Von dieser Forderung aus ergaben 
sich, genau wie bei Riemann, fl"rr jeden Rn. immer 
nur drei mögliche Typen \"on Geometrien; die 
hyperbolische, die elliptische und die parabolische. 
Die nullteiligen und die ovalen }\ liefern 
die elliptische und die hn>erbolische Geometrie, 
und die ~\.usartung der F 2 in einen doppelt zu 
zählenden O2 die parabolische. Ist dieser C2 in­
besondere der ·imoginäre Kugelkreis, so 'wird die 
paraboli che Geoi'netrie zur euklidischen, 

Die Tragweite dieses einfachen Sachverhalts 
war -zunächst die, daß von ihm aus viele Einzel­
sätze der nichteuklidischen Geometrien als Folge­
rungen von fast unmittelbarer Evidenz erschienen. 
Vor allem abel' schlang er um Resultate, bei denen 
yorhcr gerade ihr gegensätzlicher Charakt,er als 
bemerkenswert erschienen war, das ein igende 
Band und ließ sie als AusdrÜck!' einer und der­
selben geometrischen Gesetzmäßigkei t erkennen, 
Zu den Zeiten von Gauß hatte sich noch jeder 
einzelne Bearbeiter nichteuklidischer Probleme 
seinen eigenen 'Weg gebahnt; damals war es l1ur 

das Genie eines Gauß gewesen, das die EinzeI­
resultate in die innere Beziehung Zll setzen ver­
mochte, die .ihnen zukam. Selbst Beltrami hat 
noch zum Riemannschen R,aum positiven Krüm­
mungsmaßes einen etwas engen Standpunkt ein­
genommen1), Es ist auch ~'erständlich; daß die 
im Euklidischen befangene Anscbauung, der 
die Phantasie fehlt<>, aus ihm projektiv heraus­
zutreten, zu den einfachen Vorstellungsbildern 
der nichteuklidischen Metrik ni,c~t gelangen 

') Ygl. S. i!"\::l. 
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onote. AHes dies hat sich mit dem Erscheinen 
on Kleins Arbeiten von Grund uus geändert; sie 

vermochten hier in gleicher \Veise den Sonder­
eharakter der Einzehesultate abzustreifen, wie es 
~iß projektive Methode lange vorher im Bereich 

er gewöhnlichen Geomet.rie getan hatte. Einige 
:Beispiele mögen dies darlegen. Man braucht nur 
.einen StrahJenbiisehel mit einer Geraden oder 
·in. Strahlenbündel mit einer Ebene zu schnei­

<len, lind al1f sie die elliptische Geometrie des 
nÜsche!s oder BÜndels sozusagen perspektiv zu 
übertragen. um a l1f der Gernden um] der Ebene 
in unmittcl1.Jnr anschaulicher Fonn ein Bild der 
elliptischen Metrik zu gewinnen; insbesondere 
liefert noch der Schnitt der Ebene mit dem abso­
luten K e des BÜndels den absoluten C2 der ebenen 
JJaBbestimmung. Da die oben geuan nte Realitäts­
forderung fü r die Konsta nte c im hyperbolischen 
Tall einen reellen, im eJJiptischen einen rein 
imaginären \Vert bedingt, so wl1rde die im ele­
mentaren Lehrgebäude höchstens äußerlich ver­
ständliehc Tatsache, daß die hyperbolische 
Trigonometrie aus der sphärischen durch den 
t1bergang von einem reellen zu einem imaginären 
ICu.gelradius eutspringt, mit einem Schlage durch­
sichtig. Ein weiteres Beispiel bildeten alle Sätze, 

ie Kreise und Kugeln sowie ihre Ansartungen 
betreffen. E:reise stellen sich in aJlen drei Geo­
metrien als solche Kurven zweiter Ordnl1ug dar, 
clj(; mit dem absoluten C~ zwei Tangenten gemein 
hn hen, Kugeln als solche Flächen zwei tel' Ord­
Ilung, die die absolute F:i liings eines ebenen 
Schnitts berühren. Ebenso durchsiehtig wurde 
die Eigenart der Grenzlinien und Grenzflächen 
(kl" hyperbolischen Geometrie sowie auch die Tat­
",nche, daß die Maßbestimmunz auf ihnen para­
holisehen Oharakter haben muß. Ist sie doch für 
jeden Kreis und jede Kugel derjenigen perspektiv 
zugeordnet, die in dem ~[ittelpunkt henscht, und 
diese geht. wcnn der Mittelpunkt ins Unenflliche 
rÜckt, in die parabolische Über. 

Eine grundlegende Bedeutung kam noch der 
Trflge nach den nichteuklidischen Bewegungen 
zu. Und das um so mehr, als Helrnlwltz gezeigt 
hatte, daß man sich auch von den Bewegungen 
UII([ ihren Eigenschaften aus einen gangbaren 
\\" cg zu den nichteuklidischen Theorien bahnen 
kaml. Kleins projckti\'el' Ausgangspunkt lieferte 
,wch J!1 diesem Punkt eine Übersichtliche und 
eillheitliche Antwort. Daß als Bewcgungen nur 
gewisse projektive Transformationcn der Ebene 
oder des Haumes in Betracht kommen konnten, 
"'ar evid.eut. Im übrigen mnßte das euklidische 
Verhalten wieder als Mode1J benutzt werden, und 
die Ideen des Erlanger Programms mußten die 
Hlchtlinien der Untersuchung abgeben. Die Auf­

abe, die sich diesem Programm g.flmüß einstellte, 
~'ar die, die Gruppen projekti\'er Transformatio­
nen ZH finden, die in jedem einzelnen Fall die 
gruppen theoretische Grundlage der Metrik dar­
stellen. Der Tatbestand für die euklidische :Me­
trik, \:on dem auszugehen ,,·ar,. ist andererseits 

der folgende: Die met.rischen Eigenschaften sina 
kovariante Beziehungen zu den absoluten Gebil­
den; als Operationen, fÜr die die Kovarianz sta tt­
findet, kommen die Bewegungen und U mlegungen 
in Betracht; solcher gibt es für die Ebene 003 . 

für den Raum 006 , und jede dieser Bewegungen 
und UmJ.egungen führt das zugehörige absolute 
Gebilde, also Kreispunkte und Kugelkreis in sich 
Ü·ber. Die projektiven Transformationen, die in 
den nichteuklidischen Fällen an die Ste]]e dieser 
Bewegungen und Umlegungen treten, mÜssen c1~s 

absolute Gebilde gleichfalls in sich überführen. 
Solcher gibt es für einen O2 ebenfalls 003, und 
für eine P2 ebenfa]]s oo~, und damit waren sie 
bereits als die entsprechenden nichteuklidischen 
Gruppen für Ebene und Raum erkannt. In bezug 
auf sie stellt also jede nichteuklidische metrische 
Eigenschaft eine kovariante Beziehung zum ab­
oluten Gebilde dar. 

Es .galt jetizt nur noch, von den Operationen, 
die die absolut.en Gebilde in sich überführen, zn 
den zugehörigen Bewegungen und Umlegungen 
für die ga·nze Ebene, den Bündel und den Raum, 
zu gelangen. Für Ebene und BÜndel war die 
Lösung unmittelbar gegeben. Jede projektive 
Transformation, die den absoluten O2 einer Eben 
in sich überfÜhrt, läßt zwei seiner Punkte, P­
und pu fest; damit auch ibre Tangenten und 
deren Schnittpunkt O. Ist der O2 reell, so liegt, 
"'ie im Euklidischen, eine Bewegung oder Um­
legung vor, je nachdem jeder der beiden Punkte 
P' und pu für sich fest bleibt., oder beide sich 
gegenseitig vertauschen1). Die ebene Bewegung 
erscheint also unter dem Bilde einer Drehung um 
den Punkt 0; in Verallgemeinerung des euklidi­
schen Hauptsatzes der Kinema tik. Jeder PunJ,t 
bewegt sich auf dem Kreise, der den absolut.en 
C" in P' und pu berÜhrt. 

Von besonderer Eleganz ist die LösuJ;lg des 
Problems in dem Fall, daß eine Iwllteilige F 2 das 
absolute Gebilde darstellt, die Met.rik also von 
ellipt.ischem Charakter' ist. Es ist. die Geometrie. 
die OliffO'l'ds phantasievoller Fläche vom Krüm­
111 ungsmaß Null das Leben gab; und· diese Fläche 
ist es auch, für die Klein seine Ideen gestaltete. 
Er knüpft dazu an die auf jeder F 2 vorhandenen 
Geradenscharen an. FreilIch sind sie auf einer 
nullt.eiligen Fläche imaginär; aber sie sind es i t 

einer Weise, die gerade mit ihnen als Hilfsmittel 
zu den reellen Bewegungen der F 2 und des Rau­
mes führt. Sie dürfen desl1alb eine nähere Aus­
führung bL:anspruchen. Sieht man zunächst von 
den Realitätsverhältnissen ab, so ist klar, d:lI'\ 
diese Geraden bei jeder der 00° Kollineationen, 
die die F 2 fest lassen, ebenfalls in. 'Sich Übergehen, 
und zwar entweder jede Schar für sich, oder 
wechselweise beide ineinandE't'. Sind), und IJ. die 
Parameter bei der GeradensC'haren, so entsprechen 

1) Im elliptischen Fall kann man Umlegungen und 
Bewegungen nicht. unterscheiden. Hierauf wies' Study 
bin i Math. Ann. 39, S. 501. 
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die Bewegungen io ..besonJer(' denjenigen Substi­
tutionpu, die in den Gleichungen 

J1_UJ,+ß ,Udk+ß1 
, - y A+ /)' I.l. = Yl I.l. + Ö; 

ihren Ausdruck finden; ihr einfachster Typus ist 
offenbar derjenige, der n1H' A oder nur I-l. trans· 
formiert. Wird nur A transformiert, sO geht jede 
f!-Gel'ade in tiÜ.:h Über; die ),·Geraden vertauschen 
..ich untpreinundl'r, aber so, daß zwei von ihnen, 
11 und 12 , fe,;t bleiben, und zwar Punkt für Punkt. 
Die f!-Gerad('n (·!·,,"heinen also als Strahlen einer 
~ewissen Kongruenz, die die Geraden hund 12 

als Leitlini('n be ... iLzt, und es bewegt sich jede 
Il·-Geradl' in qich. Damit ist auch bereits die aII­
l:\'emeine BeWt'f!llllg des Raumes ersichtlich, die 
dieser BI'W('!iUIlg der F 2 in sich entspricht; sie 
Iwun nur leine solche sein, bei der jeder Strahl 
der ebeu genannten Kongruenz in sich gleitet. 
l)ie zugehörige projekti\'e Transformation ist also 
I·ine windschi.'j'c P<'l'~pektive. Klein bezeichnet 
.. je al6 Schiebung. Alle Punkte rÜcken auf ihren 
It-Strahlen um rias nämliche StÜck q> fort, und 
('benso dreht ,;iL:h zugleich jede Ebene um den 
ia ihr lipgentlen I-l.-Strahl um diesen 'Winkel Ql; 
der Sinn dieser Drehung ist bei den A·Strahlen 
und I-l.-Strahlen (·in entgegengesetzter. Dies führt 
noch zu der eitwnaniQ'en Folgerung, daß man die 
Schicbungrm als nir'hteuldidische Sclrraubungen 
auffassen kaDn, für die jeder der 002. Kongruenz­
strahlen eine S<;hl'aubenaxe darstellt. 

Der R.piz dieser einfachen Lösung besteht nun 
insbesondere darin. daß die so eingefÜhrten 
Schi('bungen bC'i d('n Dullteiligen Flächen reell 
All;;faIlpn. Bei ihnen besteht nämlich jede Ge­
raden,;"h,tr in Kleinscher Ausdruck weise aus 
hodlimag-iuiir('U Geraden, da sie ja einen reellen 
Punkt nicht enthalten können' doch so, daß in 
der f'inzelnen Sehar zu jeder Geraden' auch ihre 
konjugiert imaginäre auftritt. Dies bewirkt, daf3 
die Geraden 71 und l2 ebenfalls konjugiert 
imaginär sind. Damit ist aber die zugehörige 
Kongruenz, also auch die ihr entsprechende Schie­
bung als eine reelle erkannt; und es foLgt weiter 
noch, claB von den bei den A- und I-l.-Schiebungen 
Jie ein(' rechtsgewunden, die andere link,;;gewun­
den ist. 

E,-; isl heute nicht ganz leicht, den außer­
orden tlichen Eindruck abzuschätzen, den Kleins 
Anfsätze aus den AnnaJenbänden 4 und 6 911S­

gelö~t haben mögen. Die Zahl der an sie unmitte!'­
haI' anknüpfenden Arbeiten ist freilich keine 
,große: hatte er doch die Einzelfolgerungen fÜr 
Bbene und Raum in der Hauptsache schon selbst 
geZGIgen. Von jÜngeren Gelehrten, die sich sofort 
von seinen Ideen fesseln ließen, und seine Resu 1­
tate weiterführten, nenne ich besonders Linde­
mann1 ) und d'Ovidio 2). Beide dehnten alsbald 
die nichteuklidischen Maßbpgriffc auf den Linien-. 

1) )htb. Ann. Bd. 7' (18i3) S. 56. 
2) Ann. di Mat. (2) Bd. 6 (1873), S. i2. und )lat1l . 

. \nn. 12 (1877) S.403. Hier werden die Ma'Bfunktioocn 
11"", nichteuklidischen Rn eiog-ehender erörtert. 

raum aus auf der Grundlage, die schOll im Er­
langer Programm enthalten war. Lindeman1~ 

stellte außerdem die Kinematik und die Kräfte­
lehre auf nichteuklidischer Grundlage dar und 
zeigte, wie die von Ohasles, Poinsol und Möbius 
gefund uen . ätze über un-endlichkleine Bewegun­
gen sich sil'lng mäß nichteuklidisch übertrugen. 
Seine Resultate fesseln insbesondere dadur oh, 
daß im .l: ichteuklidi cheu auch für die Metrik 
eine \'olle Dualität fÜr bstand und Winkel be­
steht. Translation und Rotation sind hier \'öllig 
gleichwertig; eine Translation ist zugleich eine 
Rotation um ihre Pola re bezÜglich der absolu ten 
]1'2 und umgekehrt. Die analoO'c Dualität gilt in 
der nichteuklidischeu Statik für Einzelkraft und 
Kräftepaar1 ). In den letzten Jahrzehnten ha t die 
projektive Auffassung des Jichteuklidischeu auch 
auf die Lösung von Einzelproblemen vielfach för­
dernd eingewirkt. Die Huuptwirkung der Klein­
sehen Arbeiten besteht aber darin, cl'aß sie all­
mählich das ganze nichteuklidische Denken mit 
projekti I'em Ueist erfÜll ten; ebenso haben Ul11§!f~­

kehrt die nichteuklidischen Gedankenkreise be­
fruchtend auf die projektiven Probleme einge­
wirkt. Seit geraumer Zeit ist nichteuklidisches 
und projektives Denken zu einer untrennbaren 
Einheit verschmolzen. Probleme von .großet" 
Tragweite und Fruchtbarkeit sind in den letzten 
Jahrzehnten in diesem Sinne erdacht und gelö t 
worden; es mag genÜgen, an die sehr allgemeincn 
und weittragenden R.esultate zu erinnern, die 
8tudy über den Linienraum und seine nicht­
enklidischeu Eigenschaften gewonnen hat. Sie 
sind durchaus aus der \'on Klein. gestreuten Silat 
erwuchsen. 

Einige Einzelfragen, die Klein solb t in den 
Krei seiner Betrachtung gezogen hat, mögen 
hier noch zu kÜrzerer Erörterung gelangen: 

1. Ein großer Erfolg des Kleinsehen A.nsatzes 
\\'ar die volle Einordnung der Rieman'Dschen Ge­
dankengänge in den TI.ahmen des projektiven 
Schließens. Den Riemannschen Ausgangspunkt 
bildet der Zahlenraum und die definite quadrati­
sche Differentialforrn, die das Linienelement be­
stimmt. Da bei Klein gleichfalls eine quadrati­
sche :Form Q als fundamentales Gebilde zugrunde 
liegt, so springt die analytische Gleichartigkeit 
des AusgaDgspunktes sofort in die Augen. Die 
Aufgabe wal' also nur, den Weg zu finden, der 
die innere übereinstimmung der Problemstellung 
ius Licht setzcn konnte. Klein erschuf dazu 
den Begriff der Berührung zweier }faßbe­
stimmung·en. Liegt nämlich irgendeine. all­
gemeine Maßbestimmung 'vor, so kann man eine 
parabolische so wählen, daß ie in d r Umgebung 
eines Punktes P mit der um ihn herum herr­
schenden infinitesimal überein timmt, und diese 
Umgebung' ist um so größer, je größer der Wert 
der Konstanten c ist. Dies Verhältnis beider 

1) Einige Anwendungen auf die Dynamik gab Klein 
seIhst in ,~einen autographierten Vorlesungen. 
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~aBbestimmungl'n npnnt Klpill eine Berührung 
und die Stärke der Abweichung der allgemeinen 
von der spezieHen ihre K1·iimrnung. Bedeutung 
und Berpchtig'ung' die~er BegriH~· - und das ist 
naturgC'mäB das EntscheidendC' - beruhen aber 
darauf, daß al~ Maß der Krümmung genau der 
Ausdruck dE's Gaußischen KrÜllllTIUngslllaßes ein­

eführt werden konnte. Ein jeder Rn kann also, 
je nachdem man in ihm eine hyperbolische, 
elliptische oder parabolische Maßgeometrie zu­
grunde legt, aJs Mannigfaltigkeit von konstantem 
negativem, positivem oder "erschwindeodem 
E:rümmungsmaß angesehen werden. Damit war 
zunächst einmal der Anschluß au die Riemann­
sehe Auffassung auf projektiver Grundlage er­
reicht. Dieses Ergebnis enthielt bereits Kle·ills 
erster Artikel. Den zweiten Schritt, die volle 
VerschmeJzung des Riemannschen Ausgangs­
punktes mit dem projektiven, brachte das Erlanger 
Programm. Er stÜtzt sich auf die gruppen­
theoretische Deutung, deren BeUramis Arbeiten 
Über die geodätischen Linien der IDe" konstanter 
KrÜmmung fähig waren. Be7t-rami hatte zweierlei 
gezeigt. Erstens sind diese geodätischen Linien 
bei geeigneter Wahl der Koordinaten durch 
lineare GJeidwngen darstellbar, und zwe-itens 
finden Bewegungen dieser 911" in sich in linearen 
Transformationen dieser Koordinaten jlll'en ana­
lytischen Ausdruck. Damit war die Gruppe, die 
die metrische GeomC'trie (kr Mannigfaltigkeiten 
konstanter Krümmung st.Ützt, als eine Unter­
gruppe der Gesamtgrllppe aller linearen Trans­
iormationen erkannt, und damit einer Unter­
gruppe der projektiven Gesamtgruppe ähnlich. 
Da ferner diC' ('ayJeysche Maßbr~tiOlmung, wie 
{>ben erwähnt, ahjIuLJbestimmullg" in einl'm Raum 
Konstanter Krümmung" gedeutet werden kann. ~{l 

muß die~l' Untergruppe auch die nämliche' sein, 
die Cayleys projektiver Auffassunl2' der :Mdrik 
zugrunde liegt. 

2. Beltra-mis Sätze über die geodätischen 
Linien auf den Flächen konstanter K;Ümmung Si! 
ließen diese Linien als gleichwertig mit. den Ge­
raden der Ebene erscheinen. Dies hatte aber in 
einem wichtigen Punkt versagt. Auf der Kugel 
schneiden sich größte Kreise in zwei Punkten; 
ferner laufen durch zwei diametrale Punkte 
l111endlich "ieie von ihnen; Beltra-mi schien es 
daher nötig, für die elliptische Geometrie Aus­
nahmen von' den Axiomen des Schneidens und 
Verbindens zuzulassen. Dies hat die richtige 
Auffassung längere Zeit behindert. Das Fehlen 
der geodätischen Parallelen auf den Flächen 
<.~ > 0 veranlaßte Beltrami sogar, diese FJächen 
als Objekte geringeren Interesses anzusehen. Da 
-es in jeder Mannigfaltigkeit IDen vom Krüm­
mungsmaß ~ < 0 geodätische Kugeln (9J?,,-I) 
von positivem sr gab, so meinte er, die Geometrie 
der Ma nnigfa Itigkei ten Si' > 0 sei inder Geo­
met·rie derer für SP < 0 enthalten und bedürfe 
deshalb keiner eigenen Untersuchung. Das war 
fltach Riemann, aber V01' Klein. Aber der tI ber­

f!'ang vom Beltrall1isC'hen Bilde zur ~ache :leibst 
deckte ~ofort die Quelle dps Irrtums auf. Der 
BünJel, als Ol't ;;riner EbC'llen und Strahlen, und 
zwar ocr ungerichteten Vollstrahlen, stellt da~ 

eigentliche elliptische Grllndgebilde zweiter Stufe 
dar; in ihm ist die Geltung d-er AxiomC' des 
Schneidens und Verbindens ausnahmslos reali­
siert. Der Fehler des Beltrallischen Bildes ent­
stand dadurch, daß die Beziehung zwischen den 
durch das Kugelzentrulll laufenden Bündel­
strahlen und den Kugelpunkten eine einzweide'a­
tige ist.; um ein eineindeutiges Bild zu erhalten, 
darf man also nur die Halbkugel verwenden. 
Klein hat den Sachverhalt auch noch auf andere 
\Veise zu veranschaulichen gewußt; er wies dar­
auf bin, daß bier diesel-ben Unterschiede ob­
walten, wie bei den einseitigen und zweiseitigeI1 
Flächen. Die Kugel ist eine zweiseitige Fläche, die 
projektive Ebene dagegen, die in dieser Hinsicht 
dem Bündel - als sein eineindeutiges projek­
tives Abbild - gleich-wertig ist, eine einseitige; 
und das gleiche gilt VOll der hyperbolischen Ebene. 
Man kann aber beide -in eine kugelartige zwei­
seitige Fläche übergehen lassen, indem man sie 
aus cinem doppelten Blatt bestehen läßt, und 
dann beide Blätter durch Aufbauschen vonein­
ander trennt, während sie längs des- zugehörigen 
C. H'rbunden bleiben. 

3. Der Riemanusche Ausspruch, daß die Un­
begrenztheit des Raumes seine Unendlichkeit nicht 
nach sich zieht, ha tt.e alsbald seine große Wirkung 
auf das ma t.hema tische Denken ausgeübt; seine 
natürliche WÜrdigung fand aber auch er erst, 
nls die projekrive .\.uffassung der DingE" das Ver­
Miindnis fÜr ihn erschJoß, und deu Büschel 
und dell BÜndel als einfachst.e elliptische 
Haumformen hinstellte. Nachdem es er­
sr-hJossen war, wurde die elliptische Geo­
metrie gerade diPjenige, die erhöhten Reiz 
auszuÜben vermochte; durch die volle Harmonir. 
ihres geometrisC'hen Verhaltens, die die Dualität 
nicht nur für die Sätze des Schneidens und Ver­
bindens, sondem auch fÜr die Metrik im UdoTg-c 
hat. Dieser Reiz war es sicher aurh, der Cl-iffol·d 
zu sei Der berühmten Fläche führte, die Cl' Kle-in 
1873 vorführte, und für die er Klrin mit der 
gleichen Wärme zu erfülJen wußte, die ihn selb~t 

beseelte. Die Hauptleistung VOll Clifford war die, 
daß er dem Begriff paralleler Geraden aU<'h in 
der elliptischC'u GC'ometrie eine Existenz ~\:huf 

und damit die Lückc ausfüllt", die ßp-lfrorni ul~ 

einen ihrer Män.l:!·('] empfunden hatte. Er behidt 
vom euklidischen ParalleJismus die EigC'nschaft 
bei, die metrischer :Natur war; nämlir.h die, daß 
jeder Punkt dC'!' einen Parallclrn VOll Jer anderen 
gleiohen Abstand beO'itzL DiC'~e P:1l'"llelf'n g0­
nügten auch dem Satz. daß eine Gerade, die zwei 
von ihnen trifft, f!·ll·lche Winkel mit ihnE"1l bildd. 
Mit ihnen hat ur seine phantasievoll erdacht.-, 
Fläche erschaHrl1. Sie ist vom KrümmungsmaLJ 
Null; auf ihr f.!'ilt die ebene GcomC'frie für "in 
begrenztes P:naJJr.l(\gramm ill cl<,!' ". ('i~c, (bE 
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man seine Gegenseiten als identisch anzusehen 
hat. 

Gliffords früher Tod hat eine eingehende Dar­
t.eIlung seiner Resultate verhindert. Das aus­

führliche Werk von Killing über die nichteuklidi­
schen RaumfoTmen, das 1885 erschien, hatte die 
Fläche nicht erwähnt, und dies yeranlaßte Klein .. 
alsbald eine eigene Erörterung der Fläche zu 
geben. Er gelangt zu ihr mittels der Schiebungen, 
die oben als die einfachsten Bewegungen des 
elliptischen Raumes auftraten. Die ihnen ent­
sprechenden Rongruenzstrahlen sind die Olifford­
sehen Parallelen. Im hyperbolischen Fall sind sie 
imaginär, im Iliptischen dagegen reell, und da 
bedingt ihre "\ erwendbarkeit gerade für den Fall, 
daB das absolute Gebilde eine nullteilige Fläche 
F 2 ist. Die Oliffordsche Fläche ist eine Regel­
fläche <1>2, die mit F 2 ein windschiefes, Vierseit 
gemein hat; jede ihrer beiden Geradenscharen be­
steht aus Oliffordschen Parallelen der einen und 
der andern Art. Die Fläche gestatt t daher beide 
Arten von Schiebungen; bei jeder Schiebung sind 
die einen Erzeugenden die Bahnkurven und dic 
andern vertauschen sich unter sich. Jedes auf 
ihr g legene Vierseit spie:t daher völlig die Rolle 
eines ebenen Parallelogramms. Die Zerlegbarkeit 
in lauter unendlichkleinc Parallelogramme von 
konstantem Winkel qJ und gleichem Flächen­
inhalt ergibt unmittelbar, da die Gesamtlänge der 
Geraden den Wert 1t hat, für ihren Gesamtinhalt 
den endlichen Wert 1t2 cos qJ. 

Von der phanta iovollen Eigenart der Olifford­
chcn Fläche strahlte auch sonst noch erhellendes 

Licht aus. Es erscheint \'erständlich, daß man 
die Flächen von konstantem se zunächst al· ein· 
fache geschlossene Mannigfaltigk iten betrachtete 
und meinte, die Bewegliebkeil. der auf ihnen \'01'­

handenen Figuren über die Fläche bin führe auch 
die Flächen als Ganzes in sich über. Beides hat 
sich als Irrtum erwie"cn. Die Oliffords.che 
Fläche ,g-eht als Ganzes nur durch die 00 2 möo-­
lichen Schiebungen in sich über; andere Be­
wegungen in sich gestattet sie nicbt; insbesondere 
zeigt der Umstand, daß ihre von einem Punkt 
auslaufenden geodätischen Linien teils geschlos­
sen, teils ungeschlossen sind, daß l,eine Drehung 
um einen ihrer Punkte möglich i t. Dagegen 
läßt sich jedes Parallelogramm, wie Überhaupt 
jede' begrenzte Figur, auf 003 Arten auf ihr ver­
schieben. Den inneren Grund bilden ihl'e Zu­
sammenhangsverhältnisse. Will man eine Zylin­
derfläche auf die Gesamtebene abwickeln, so muß 
l1}an sie mit unendlich vielen B:ättel'll bedecken; 
jedem Blatt entspricht in der Ebene ein Paral­
lelstreifen. Ganz Analoges gilt für die Olifford­
fläche. Aus ihrer Endlichkei t folgerte schon 
Gliff01'd, daß sie, längs zweier von demselben 
~unkt ausgehender Erzeugenden aufgeschnitten, 
elllfach berandet und einfach zusammenhängend 
wird und auf ein ~~hombus abgewickelt werden 
kann. Das unendhche Netz, das aus diesem 
Hhombus in der Ebene ent"leht, ist dann ein Bild 

der mit uncn dlich YieJen Blä ttern. bedeckten 
Fläche, und alle diese Blätter gehen wie beim 
Zylinder glatt ineinander über. Die Eigena'[ 
des elliptischen raums be teht aber darin, daß 
das Zurücklaufen der Flä he in sich hier auf 
ver chiedene Art möglich i,;t. ·Weiter kann man 
aber auch das Rhombus in gewohnter "-eise zn 
einer Ringfläche zusammenbiegen und erhält da­
mit einc neue Veranschaulichung der Zusammen­
hangsverhält isse. 

Damit war \'on solbst ei Il neucs Problem er­
sanden; man ha tte die uiehteukl idischen si ngu­
lari täteufreien Ha umformen auf ihren Zusam­
menhang zu unter uchen. 1< ü l' die Flächen St> 0 
hatte s hon Killing ein hierhergehörige Resultat 
abgeleitet. Reelle Arten - d nn nur auf olche 
kommt es an - gibt es nur zwei; sie finden im 
BÜnde] und in der Kugel ihre einfachsten ':cr­
trcter und entsprechcn, 'wie schon erwähnt wurde. 
der einsoi ligen und zweiseitigen Flächenga ttung. 
Als mögliche zweidimensionale Raumformen 
St = 0 erkannte Klein außer den oben genannten 
zweisei ig'en Flächen, nämlich der aus der Olif­
fordschen Fläche entstehEmden Ringfläch und de' 
Zylinderfläche, n ur noch eine einsei tige ; man 
kann eine Ringfläche nämlich so deformiere,n. 
daß sie diese Doppelflächc bciderseÜs Überzieht. 
Raumformen St< 0 existieron dagegen unendlich 
\' ie]e. Ringfläcbe und Zyli nderfläche en tstehen 
aus dem Parallelogramm und dem Pal'allelstrei­
fen der euklidischen Ebene durch Zusammen­
biegung und damit aus solchen Fläehenst.ücken, 
die den Fundamentalbereich der doppelt und ein­
fach periodischen Funktionen bildcn. Andere 
}[öglichkeiten werden durch di.e geforderte Zu­
sammenbiegung ausgeschlo scn. Ganz analog ent­

ehen die Raumformen se< 0 aus entsprechen­
den Polygonen der hyperbolischen Ebene, also aus 
solch n Teilungen der hyperbolischen Ebene in 
kongruente Polygone, die durch unendlich \'ie!e­
hyperbolische Be"'egungen in sich überg hen, unt1 
damit den Fundarnentalbereich einer reell auto­
morphen Funktion abgeben. Kleins Problemstel­
lung hatte noch den ]:,rfolg, K-illing zur ·Weiter­
führung seiner Untersuchnngen anznregen ' ). El." 
fand, daß s in jedem Rn für sr> 0 und für o-e­
rades n immer nur die zwei Raumfol'men gibt_ 
die für n = 2 in der Kugel (dem sphärischen 
Raum) und im Bündel verkörpert sind. FÜr 
ungerades n gibt es dagegen noch "'eitere solch<:> 
Ra umformen. 

4. Die Beziehung de ~ichtellklidi chen 
zu den automorphen Funktionen hat sich 
J m \'orstehenden bereit eingestellt. Klein 
hat auf diese Zusammenhänge als Quelle f.ör­
dernder Erkennt.nis stets mit Wärme und Nach­
druck hingewiesen. Freilich. bandeil. es ich hi,' . 
in erster Linie um eine Geometrisierung ana­
lytischer Dinge. Jegliche Geomctrisieruno' dient 
aber nicht nur der allseitigen Durchleu~htun 
eines Problems und der Erkenntnis 'eines Zu­

") )lalh. Ann. 3!J (I 91) S. 2.;/. 




