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I I
Hans Hahn t 

Von K. l'iIayrhofer in "Vien. 

Am 24. Juli 1934 ist das langjährige Redaktionsmitglied der 
"Monatshefte fur )fathematik und Physik" Dr. Hanti Hah n. o. Pro­
fessor der Mathematik an der Universität in Wien, an rlen Folgen einer 
Krebsoperation im Alter von 56 Jahren plötzlich gestorben. 

Hans Hahn wmde am 27. September 1879 als Sohn des 
Hofrates Ludwig' Benedikt Hahn in Wien geboren. Er absolvierte 
das Gymnasium im 19. Bezirk in seiner Vaten~tadt und bezog im 
Herbst 1898 die juridische Fakultät der Lniversität in Wien. Bereits 
nach einem Jahr entsagte er den juridischen Studien und wandte sich 
der Mathematik zu. Im Studienjahr 1899/1900 besuchte er die mathem.­
naturw. Fakultät der Universität in Straßburg~ das nächste Semester 
verbrachte er an der Universität Mtinchen und kehrte im Sommer 1901 
an die Universit.ät Wien zurück. wo Cl' im Juli 1902, am Ende seines 
achten Semesters, zum Doktor der Philosophie promoviert wurde. In 
den beiden folgenden Jahren, die er teils in Wien, teils in Göttingen 
verbrachte, verfaßte er bereits mehrere mathematische Publikationen 
und setzte danehen seine Fachausbildung durch Besuch von Vorlesun­
gen und MItarbeit in Seminaren bei Boltzmann, v. Eschericb, 
Mertens und Wirtinger in Wien und ebenso bei Hilbert, Klein 
und Minkowski in Göttingen fort. Im Frühja.hre 1905 wnrdl' er 
als Privatdozent für Mathematik an der Universität Wien bestätigt; 
alb Habilitationsschrift hatte Cl' eine "\rbeit in den l\Jathem. Annalen 
Bel. fl8 "Bemerkungen ZZtr Variationsrechnung" vorgelegt. Im Winter­
Semester 1905/06 supplierte Hahn an der Universität Innshruck, wo 
infoJ?:e der Erkrankung von n. Stolz eine Lehrstelle frei war. Nach 
finigen Dozentenjahren in Wien wurde fr im Herbst 190~ zum Extr:l­
ordinarius an der Universität Czernowitz ernannt. Er nahm 191f> am 
Kriei!e teil, wurde schwer yerwundet und wegen seiner Haltung au~­
gezeichnet. 1916 wurde er als Extraordinarius nach Bonn berufen und 
1917 dort zum Ordinarius ernannt. Im Frühjahre 1921 kehrte er als 
o. Professor an die Universität Wien zurück, wo er bio: zu seinem Tode 
wirkte. 
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daß ein Extremalenuogen, der ein schwaches Extr('m li('ft~rt. zugleich 
ein starkes liefert, wenn die E-Funktion in seiner Umgebung einerki 
Zeichens ist. Dieser Satz ist insofern wichtig, als es viel einfacher ist, 
r.in schv,·aches Extremum nachzuweisen als ein starkeH, weshalb durch 
ihn auch mit einem ~chlage 1!;ewisse Schwierigkeiten bei Variations­
prohlemen mit variablen Endpunkten b('seitigt wurden, zu deren f'l)f']'­
windung manche Autoren Spezialuntersucbungen angeHteIlt hatten. 

In der Arbeit "Ober räumliche Vm'iations}!roble1?1{'" (Math. Anu. 
70, 1911) wird eine auf L. Scheeffer zurückgehende ~lethod(' fUr den 
dreidimensionalen Fall mit Yo =X als unabhängig Veränderlich(~ und 
ohne Nebenbedingung au~gearbeitet. Ha h n zeigt, wie die Frage, ob ein 
Extremalenhogen, dessen Endpunkt zum Anfan?:spunkt konjugiert ist, ('in 
:Minimum liefert oder nicht, auf die Frage reduziert werden kanu, ob 
eine Funktion von zwri Veränderlirhen an einfr geg-ebrneD 8telle rin 
Minimum hat oder nicht. Weiters gibt rr einen neuen Bcwris für das 
Theorem von J ar 0 b i) \vonar,h ('in über deo zum .\nfangspunkt kon­
ju?:irrten Punkt hinausreichender Extremalenbo~enkein .:\1inimum liefern 
kann) und stellt ;"ätze über die Art del::l Aufbören:; drs Minimums in 
dem zum Anfangspunkte konjugierten Punkte auf. 

Die beiden letzten Puhlikationen Hahns über Yariationsrechnung 
sind yom ~tandpuukte der lllodernen Theorie uer reellen Funktionen 
aus geschrieben. In der einen (" ebe'" die LagY(I.ngesche Multiplikato'rcn­
't1U:lhotle", Ak. Bel'. Wien J31, 1022) wird ein einfachf'r Beweis des 
"'atzp.s von F. Riesz gegehen, wonach jede lineare, stetige Funktional­
operation durch ein Stieltjessches Iutegral darstellbar ist und auf 
Grund dieses Satzes die Lagrangesehe Multiplika.torenmethode ent­
wickelt; die andere (" Ober ein Existenztheo1"t3m der Variationsrechnung", 
Ale Bel'. Wien 134, 1925) bringt ein Existenztheorem, das eine große 
Anzahl einzeln('r Existenztheoreme umfaßt, die L. Ton e 11 i bewipsen hat. 

Scbließlich ist I-lahn gemeinsi:un mit E. 7.enuelo Verfa:;ser des 
Abschnittes )' lYedtnntll:icklllllg d('J' Vruiaf.ionsrethl11l11fj in rlm letzten 
Jahren:< in der Enzyklopädir der Math. Wi!":;. H.'\. i)a (1\:104), ferner 
stammt von ihm das Kapitd .. Variatio'flsrechnung" in E. Pascal, 
Repertorium der höheren :Mathemat.ik, Bd. I 2. Kap. XIV (1927). 

}'unld.iollentheorie. If't U' fls'\ eine auf einem beschränkten 
Bereiche B. definierte (im aJlg. nicht eindeutige) analytische :B'unktion 
und betrachtet man Wertepaare z) w, die auf B; und einem zwei ten be­
schränkten Bereiche BIO liegen; so gibt H ah n \" aba F1I1~ktionen z1le'ier 
k01nJ!ZciJCr VuälldeYliclu,.c, J'Ionatsh. 16, 190iJ) unter Benutzung eines 
Satzes von Cou;.;in ~der allerdings später eine Einschränkung erfuhr, 

vgI. etwa H. Behnke und P. 'I'hullen, Theorie der Funktionen mehrerer 
komplexer Veränderlichen (1934), S. 68] eine notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß auf (B.) B,o) eine eindeutige analytische Funktion 
G(z, w) so existiert, daß u=f(z) als Lösung von G(z) w)=O betrachtet 
werden kann. Damit konnte er dann einen ähnlichen von Poincare 
unbewiesen ausgeRprochenen Satz präzisieren und beweisen, endlich den 
We iers tr aßschen Produktsatz auf Funktionen zweier Variablf'll über­
tragen. 

~Iengenlehre und lllf'ngentheontiscbe Geometrie. Die erste 
hierher gl'hörig'e Puhlikation ., Vb/( die nichtarchimedischen G1'ößen­
systeme" (Ak. Bel'. Wien 116, 1907) hat zugleich arithmetischen Cha­
rakter und bezieht sich auf einfach geordnete Systeme f:{ mit kommu­
tativer, monotoner Addition ohne archimrdi:;cbes Axiom. H ah n zeigt, 
daß ein solches ~ystem in Klassen mit archimedischer Eigenschaft zer­
fällt. Werden diese Klal::lsen in geeigneter Weise einfach geordnet und 
der entstandfne Ordnuugstypul::l all::l Klassentyplls von S bezeichnet, so 
gibt es zu gewähltem Klassentypus immer ein System h. Ferner kann 
jedes byHtelll S durch komplexr Zahlen dargestellt werden, deren Ein­
hriten eine (im allgemeinen unendliche) einfach geordnete Menge bilden. 
Nach Einteilung- der Systeme S in nvollständige" und nunvollständige" 
durch sinngemäße Erweiterung des Hi Ibcrtschen Vollständigkeitsaxioms 
über archimedische GrößensyRteme winl gezeigt, daß für vollständige 
S.v:;teme 1::J, zwischen deren Klassen sieh eine den gE'wöhnlichcu Regeln 
gpnügende Additivn definieren läßt, auch eine Multiplikation definiert 
werden kann, die die gewöhnlichen Multiplikationsregeln erfüllt. Daraus 
geht hervor, daß der für komplexe Zahlensysteme mit einer endlichen 
Anzahl von Einheiten gültige Satz von der Unmöglichkeit einer allen 
Regeln der gewöhnli<'hen Arithmetik genügenden Multiplikation fur 
kvmplexe Zahlen mit unf'ndlich vielen Einheiten seine Gültigkeit 
verliert. 

Von Hah n stammt Ci Oblr die A'I'lt.rJnungssät:e der G'eometr'Ü", 
Monatsh. 19,1908) der ('rste bindende Beweis des Jordansehen Kurven­
satzes für Polygone. wenn als Brweii::>mittel nur die Yerknüpfungs- und 
AnordllUngsaxiome d(-r Elementargeometrie. nicht aber dir Steti?:keit 
zllß:ela:;sen werden. 

In der ;\.rbeit :.' ·eber l1u)ach .Cfwi'd'/lete Mengw" (Ak. Bel'. Wien 
122, 1913) vi'erden Untersuchungen \'on A. Haar. D. König und 
P. DIahlo fort~esetzt, die die tbertragung gewisser Sätze über lineare 
PunktlIJflugen (C'antor-Bendixonscbes Theorem, ('antors Theorie 
dl'l' Kobärenzen) auf einfach geordnete Mengen bezwecken. 
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Ferner uot,ersucht Hahn die Abbildung einer Strecke auf rin 
Quadrat (" Übffr die Abbildung einer Strecke auf ein Quadrn.t'·, Ann. di 
mat. 21, 19l3) und findet insbesonders, daß bei jeder stetigen df'rar­
tigen Abbildung diejenigen Punkte des Quadrates, denen windestenb 
zwei Punkte der Strecke entsprechen, pine Menge von der Mächtigkeit 
des Kontinuums bilden und daß f':;; eine im Quadrat überall dicht­
liegende Menge von Punkten gibt, denen mindebtenti drei Punkte der 
Strecke entsprechen; weiterR zeigt er auch. daß es eine stetigl' .I.hbil­
dung gibt, bei der zu einem Punkte des Quadrates niemals mehr als 
drei Punkte der Strecke gehören. 

Zu den bekanntesten Leistungrn Hahns gehört die (gleichzeitig 
und unabhängig auch von St. Mazurkiewicz gegehenc) Festlf'gung des 
nZusammenhanges im Kleinen" und die hierdurch ermöglichte Charak­
erisierung der stetigen Strecken bilder, worüber er im l<'alle der Ebene 
auf dflm Naturfon~cherta.g in Wien 1913 daR el'f~temal vortrug. Er de 
finierte dort den Zusammenban!!; im Kleinen im Punkte p der ebenen 
Menge M folgendermaßen: Zu jedem positiven E gehört ein positives'1 
derart, daß es zu jedem in der '1-Umgehung von 'P licgendf'n Punkt pi 
von M einen die Punkte p, pi enthaltenden abgeschlossenen und zu­
bammenhängenden Teil vun M gibt, der ganz in der E-UlUgebung von 
'P liegt; eine Menge heißt zusammenhängend im Kleinen, wenn sie es 
in jedem ihrer Punkte ist. Nennt man eine beschränkte, abgeschJo,;sene 
Menge (der Ehene) in sich kompakt, RO lautet die ~enannte Charak­
terisierung so: eine ebene Menge ist genau dann stetiges Streckenbild, 
wenn sie in sich kompakt, zusammenhängend und zusammenhängend 
im Kleinen ist. (" eber die allgemeinstf! ehene Punktmenge, die 8tetiges 
Bild einer Strecke i8t"l Jahresber. d. D. M. Y. 23, 1914.) Der ausführ­
liche Beweis hierfür befindet sich in der Arbeit "Mel~gl5ntheol·etische 

Charakterisierung der stetigen Kun'e" fAk. Bel'. Wien 123, 1914), worin 
ferner der Satz auf den dreidimensionalen Raum und dann auf einen 
metrischen Raum im Sinne von M. Frech et (,!Classr~ (\' J normales"), 
also inshesonder,.; auch auf den n-dimensionalen Eu k lid seben Raum 
ausgedehnt und jeweils eine .\.bbildung· konstrl1il~rt wird. _u Nachdem 
A. Seh oen flirs 1908 eine CharaktNisicrnnp: dfr stetigen Strecken­
bilder in der Ebene gcgr,hen hatte, wp.iRt, Hah 11 (1/ eber die ste.tigen 
Kurvclt der Ebcne", Math. Z. 9, 192t) die Aquivalenz der tlchoenflies­
sehen und seiner rigcnen Bedingungen nnmittrlbar nach. "-- Am Internat. 
Mathematikerkong-reß in Bulogna 192R tp,ilte er einen einfacheren Be­
weis seines Satzes über die stetigen Streckenbilder mit (" Ober .~tdige 

Streckenbilder" , Atti d. r.ongr. int. d. )-Iatrm., Bologna 1928). 

Ist 11/ eine Menge eines metrischen Raumes Rund a ein Puukt
 
aus 111, so heißt der umfassendste, zusammenhängende 'reil von :ßf,
1 der a enthält, eine Komponente von M. Hahn zeigt (" Ober die ](om­

ponenten qflener Mengen((, F'und. Math. 2, 1921): jede Komponente einer
j beliebigen offenen Menge aas Rist geoau dann offen, wenn R zu­

sammenhängend im Kleinen ist. 

Der Arbeit "Ober irreduzible Kontinua" (Ak. Ber. Wien 130,1921), 
liegt wieder ein metrischer Raum R zugrunde. Es wird gezeigt, daß 
ein kompaktes Kontinuum K allS R die Vereinigung gewisser paar­
weise fremden 'l'eilmengen ist, die nPrimteile" von J( heißen und ent­
weder Kontinuen oder einzelne Punkte sind; besteht dabei J( aus einem 
einzigen Primteile, so heißt es ein Primkontinuum. Ein Primteil von 
K entsteht folgendennaßen : Man wähle in J( einen Punkt c und nehme 
alle jene Punkte Cl hinzu, für die man zu jedem E> 0 auf Keine 
z-Kette CIJ ... , c" nach C 80 legen kann, daß R in Cl' ... , c'" nicbt 
zusammenhängend im Klein('n ist. Sind ferner in R die beiden Punkte 
a und b dUI'('b ein Kontinuum J verbunden, so daß es kein a und b 
verbindendrs Kontinuum gibt, da.s echter Teil von J ist, so heißt J 
irreduziiJel zwibchen a und b; ist J überdies kompakt und kein Prim­
kontinuum, so kann man J als eine Verallgemeinerung deR Begriffes 
neinfachrr Kurvenbogen zwischen a und b" auffassen, wenn J als aus 
seinen Primteilen aufgebaut betrachtet wird. Die einfachen Bogen zwischen 
a und b sind der ::;onderfall, bei dem Rämtlichp Primteilr. aus nur einern 
Punkte bestehen. lnsbf\sonders hat.J die Eigenschaft, dar~ cs für seine 
Primteile eine eineindeutige Abbildung auf das Intervall [0. 1] gibt, die 
bei entsprechenden F'e<:;tsctzungen stetig wird. Von den zahlreichen 
Sätzen in dirser Arbeit sei noch der bervorg..:hobeu, wonach in einem 
kompakten, zwischen a und b irreduziblen Kontinuum die von Z. J an i­
szewski ein~eführten Punkte ner;;ter Art" bzw. nzweiter Art" dort 
liegen. wo R im Kleinen zusammenhängend ist ozw. dies nicht ist. 

Hierher gehört noch der allgemeinverständliche Artikel" l11.engen­
theoretische Geomet1'ie" (~aturw. 17, 1929) sowie der größere Teil des 
Stoffes, der den beiden für ein weites Publikum I?:edachten Wiener 
Vorträgen zugrunde lag: "Die ]{r-ise der ~inschaullng" labg·edr. in: 
Krise und Neuaafbau in den exakten \Vissensehaften, 1933) und" Gibt 
es Fnendliches?:i (abgcdr. in: Alte Probleme - Neue Lösungen in 
den exakten Wissf\nschaften, 1934). 

Reelle .Funktionen. Schon in den erst.en Jahren seines mathe­
matischen Schaffens zeig;t sich Hahns Vorliebe fül' Problf'lUe aus der 
Theorie der reellen Funktionen, ('inem Gehicte, dem CI' immrr mehr 

, 
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seine Aufmerksamkeit zuwandte und auf dem er !:ichJießlich eine der 
ersten Autoritäten wurde. 

In der ersten hierher gehörigen Arbeit ,,-Cuer den F1I,ndamtntal­
satz der lntegralrechnun.qil (Monatsh. 16. 190ü) entscheidet er die Frage, 
ob alle stetigen Funktionen mit derselben Ableitnng sich auch dann 
nur um eine additive Konstante unterscheiden, wenn die Ableitung im 
betrachteten Intervalle nieht durch\'\'egs endlich ist dahin. daß in diesem 
Falle der "Fundamentalsatz der Integralrechnung nicht mehr zu gelten 
braucht". - Dieses Thema lag seinem Habilitationsvortrage zugrunde. ­
Weiters setzt er sich (" Ober punkiU'eise unstetige Funktionen", Monatsh. 
16, 1906) mit dem Kapitel über "Die punktweise unstetigen Funktionen« 
im ersten Schoenfliesschen Berichte über "Die Entwicklung der Lehre 
von den Punktmannigfaltigkeiten U (Jahresb. d. D. M. V. 8, 1900) aus­
einander und gibt "Blmerkungm zu den Untersuchungen drs Her'rn 
MFrechet: Sur quelques points du calcul for.ctionnel il (Monatsh. 19, 
1908). 

Die wichtige Publikation" Ober die Integrale des Herrn Hellin.ger 
und die Orthogonalinvariantw der quadratischen Formen von unendlich. 
vielen Veränderlichen (Monatsh. 23, 1912) behandelt diesen Gegenstand 
in s,v:;tematischer Weise. Hahn zeigt, daß die von Helling'er einge­
führten integralartigen Grenzwerte durch Einfübrung einer neuen Ver­
änderlichrn in Le!.Jesguesrhe Integrale üIJergcführt werden können, 
wodurch die ganze 'l'heorie an Einfachheit und Vollständigkeit erbeb­
lieh gewinnt. 

Sind auf einem Intr.rvalle [a, bJ endlich oder abzählbar unendlich 
viele Funktionen detinint, die integrierbar im Sinne von Le besgue 
sind, 1'0 zeigt Hahn (on '("bo' Annäherung alb Lebesg'nl;sche Integral!' 
dm'eh Riemannsc711: Summen", Ak. Bel'. Wien 123, 1914), daß nach 
Wabl einer beliehigen ausgezeichneten Zerlegungsfolge von [al b] die 
Zwischenpullkte so ~ewählt werden können, da.ß für alle gegebenen 
Fnnktionen die entsprechenden RiemannRcben Summen gegen das je­
weilige Le b esguescbe Integral konvt'rgieren; außerdcm gibt el Summen 
an, die b~i einer geeignetrn aU!:igezeichnetl'n ZrrlegungRfoJge das 
Lebt'sguesche Integral als Grenzwert haben. - Der Tragweite der 
von E. Borel 1910 gegebenen YeralJgemeinrrung der Riemannschen 
Integraldefinition sowie einer besondrrs rinfachen und naturgemäßen 
Herleitung des Lebesgueschen Int('gralbegriffp,s ist je eine Publikation 
gewidmet (" Obu eine yunllgul'llincl'ung dp?" RUiJwnnschen Integral­
definition li J Monatsh. 26. 1915, bzw. r CUe;, den lntegmlbegri:ff", 11'ests('hr. 
d. 5•. Yers. deutscher Philolog. und Schulmänner in Salzburg- 1929). 

.. 
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Ist auf [a, b] eine Klasse geeigneter Funktionen f(x) und ein 
Folge von "Kernen" 0/.. (~, x) gegeben und gilt für jede Funktion f an 
einer Stelle x 

b 

(1) fex) = lim Ifm0/.. (~, x) d~, 
on ----+ oe a 

so liegt eine ,.Integraldarstellung" der Funktionen f in x vor. Nachdem 
H. Lebesgue die Kerne gekennzeichnet battr, für die an allen Stetig­
keitsstellen der Funktionen f die IntegraldansteIlung gilt, gibt Hahn 
(" ,(!ber dieDorstrlluug gegebener Funläionen durch singuläTe Integrale. 1. ~, 

Denksehr. d. Ak. d. W. Wien 93, 1916) zunächst Bedingungen dafür, daß 
rm) b 

f(..c) = lim .J j (~) y" (;, :1) d; 
')1 - ~O(: a 

an jenen Stellen :;; gilt, für wt'lche die gf'('i~net definierte rn-te Ah­
(w) 

leitung f(x) von fiX) existiert. DaraUf; gev'vinnt er Bedingungen, unter 
denen die Intep.;raldarsteJlung nicht nur an allen StetigkeitsstelJen, son­
dern lloch an gewissen andern Stellen gilt und ferner Bedingungen, 
unter denen die Gleichung (1) m-mal so nach x differenziert werden darf, 
daß lllau rechts untt'r dem Integralzeicheu dift'erenziert. Nach den allge­
meinrn AURführungen wrrden drei Typen von Kernen eingehend betrachtet, 
dif er den Stieltjesl'chen 'l'ypu!:i , den Weierstraßscben 'l'ypus und 
den Poissonschen Typus nennt. Diese Untcrf'uchungen setzt er in einem 
gleiehbetitelten zweiten Trilf (Denkschr. d. Ak. d. W. Wien 93, 1916) 
fort. Als Maß der "\.pproximation von 

b 

.I" (f, .r)-. I/i:) ?n(~, ,r.) rl~ 
a 

an die darzust.rllende Funktion f (1.) !.Jenützt Cl' den Wert. 
b 

H" =/'f(J-) -.J, V; 1-) d:l; 
(1 

und zeigt. daß unter sehr allgelDeinen Vorau!:isetzungeu
 

lim R,,'_cO
 
.. -+<X 

ist. Narh elDlgen Anwendungen dieses Ergebnisses untersucht er voll­
ständige. normierte Urthogonalsyskme, insbesondere solche, für uie das 
Pa rseval schr Theorem aus drr Theorie dn FouriersC'hen Reihen 
erhalten bleibt, so daß also bei (entsprechend) geg'ebenen f(x), 9 (.:r) 
die Beziehung 

b ~ 

If(:r) g 1. 1;) d:(= 'i. f· gv 
v .. : I 
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gilt, worin fv, g,. die "Fourier koeffizienten" von f, g in Bezug auf da.$ 
Orthogonalsystem sind. Weiters entwickelt er Summationsverfahren für 
die Reihe 

~f,.gv, 
'.... =1 

die stets ~egen 
b 

.ffeX) g (:rJ d x 
a 

konvergieren und analog für die Reihenentwicklung von f nach Funk­
tionen eines Orthogonalsystems, ferner Prozesse, die aus einer solchen 

(m) 

Reihenentwicklung Ausdrücke herleiten, die gegen fex) überall dort 
konvergieren, wo diese Ableitung existiert. Schließlich werden diese 
Ergebnisse noch auf Fouriersche Reihen angewendet.· . In der Arbeit 
"Einige Anwendungen de1' Theorie der singulären lntegrfl,lp." (Ak. Bel'. 
Wien 127,1918) gibt er eine kennzeirhnende Bedingung dafür, daß die 
Reihenentwicklung von f nadl Funktioneu eines vollständigen normierten 
Orthogonalsystems auf jeder meßbaren Punktmenge von [a, bJ gliedweise 
integrierbar sei (das Analoge für Teilintervalle aus [a, bJ findet sich 
bereits in der ehen besprochenen Arbeit) ; ferner ergibt sich im Falle 
der nasymptotischen Konvergenz" einer Folge gv (x) gegen g (x) als 
notwendig und hinreichend für die analoge Eigenschaft die einfache 
Bedingung 

b 

lim .fl g(x)-g,.(x) 1=0. 
y=ClO a 

- In der umfangreichen Untersuchung" Ober Folgen lineare'r Operationen (( 
(Monatsh. 32, 1922) entwickelt Hahn eine allgemeine Theorie, in der 
die Theorie der Integraldarstellung sowie die von 1. Sch ur gewonnenen 
Ergebnisse übel' lineare 'l'ransformationen der unendlichen Reihen als 
Sonderfälle enthalten sind. - Ferner vgl. man zur Integraldarstellung 
auch den Bericht "Ober die Darstellung willkÜrlicher Funktionen durch 
bestimmte Integrale". (Jahresb. d. D. M. V. 30, 1921.) 

In der Arbeit J) (..tbe?· lineare Gleichungssysteme in linearen Räumen" 
(Orelle Journ. 157, 19~7) werden Linearformen u (x) in einem voll­
ständigen linearen Raume R mit konvexer Maßbestimmung betrachtet 
und dann Bedingungen für die Lösbarkeit eines linearen Gleichungs­
systems 

Uv(x) = cy 

angegeben; darin durchläuft !I eine entsprechende Index menge und die 
G'I l'ind reell. Auf Grunu des Begriffes der]) Vollstetigkeit" einer Klasse 
1'u (,I) von linearen Transformationen in bezug auf die Klasse uy (x) 
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wiru JUllI1 uUlorBlieht, wann aus der Lösbarkeit des obigen Oloichuo!!s­

SyStOlllS a.uf die des Systems 

uy (x)+vy (x)=cy 

geschlossen werden darf. 
Mit Methoden aus der Theorie der Integraldarstellungen lwhandelt 

H ah n (" aber das lrderpolationsproblon", Math. Z. 1, 191 R) Interpo­
lationsverfahren, die der auf [a, b' g;e~ebenen Funktion f (x) Näherungs­
funktionen P (x) von der Form 

k 

P (JJ)' ~f (J;i) !Pi (x) 
;.~I 

zuordnen, wobei die !PI (er) irgendwelche Funktionen auf [a. bJ sind. Er 
beantwortet die Frage, wann bei Yerfeinerung der IntervalJeinteilung 
die Näherungsfunktionen gegen f I.c) konvergieren und ferner, wann 
bei geringer Änderung der Werte von f (:,/:) in den Einteilungspunkten 
auch die Näherungsfunktionpn nur i!;erin~e Anderungen erleiden. 

Der Arbeit "Obcr halb:;tetige und unstetige Funktionen" (Ak. Bel'. 
Wien 126, 1917) liegen reelle Funktionen auf Punktmeng'en eines 
metriRchen Raumes zugrunde. Ha h n zeigt, daß zwischen einer ober­
halb stetigen und einer unterhalb stetigen Funktion, deren erste die 
zweite nirgends Übersteigt, immer eine stetige Funktion liegt: damit 
konnte er einen Satz von R. Bai I' e dahin verallgemeinern und ver­
schärfen, daß jede unstt>.tige Funktion, deren Schwankung' in keinem 
Punkte die positive Zahl k übersteigt, in zwei Summanden zerlegt 
werdf\n kann, deren einrr stetig ist, während der andt>re dem Betrage 

nach die Zahl k;2 nicht Überf\teigt. 
Weiters konstruiert rr ('.' Ober stetige Funktionen ohne Ableitung", 

Jahresb. d. D. M. V. 26, 1018) ein besonders durchsichtiges Beispiel 
einer reellen, endlichen und stetigen Funktion, die in keinem Punkte 
ihres Definitionsintervalles eine (endliche oder bestimmt unendliche) 
Ableitung oder zwei unendliche einseitige Ableitungt>n t>ntgegengesetzten 

Zeichens besitzt. 
In der Publikation "Tlber dip .1Ien.c;e der Konvergenzpunkte einer 

punktionenfolge" (Arch. d. Math. u. Phys. III 28, 1919) wird diese 
Menge bei einer Folge Bairescber Funktionen gekennzeichnet. 

Nachdem R. Bairc die Funktionen f(x l ; X2) und f(x l , X2, xs), 
die nach jeder einzelnen Veränderlichen stetig sind, auf die Stetigkeits­
und l~nstetigkeitspunkte hin untersucht hatte, beweist Hah TI (~Ober 

Funktionen meherer Veränderlirhtr, die nach jeder einzelnen V c'ränder­
lichen stetig sind", Math. Z. 4. 1919, folgenden abschließenden Satz: 
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Ist die Funktion f (JJ] , .. " x,,) stetig nach jeder ihrer n Veränderlichen, 
so ist sie nur punktweise unstetig, und ihre Stetigkeitspunkte liegen 
sogar auf jeder Mannigfaltigkeit xi=const. (i= 1, ... , n) dicht; doch 
kann ('8 zu den Koordinatrnachsen parallele Mannigfaltigkeiten \'on n-2 
Dimensionen geben, deren sä.mtliche Punkte Unstetigkeitspunkte von 
f (x]' ... , x n ) sind. 

Sind auf den Mengen körpern JC und K'f die additiven oder total­
additiven Mengenfunktion<'n ep' bzw. 'p" gegeben, so definiert H ah n 
I» "C'ber die Multiplikation total- additiver Me1~ge}~funktionen"1 Ann. di 
Pisa II 2, 1933) ein Produkt rpf X ep", das wieder eine additive bzw. 
total-additive Mengenfunktion im Produktkörper JC x f{" ist und unter­
>;ucht die Eigenschaften dieses Produktes, insbe:iondere ~eine Beziehung 
zum Lebesgueschen ylaße und zum Reduktionstheorem mehrfacher 
Integrale; hierbei erweist sich da!' Reduktionstheorem der Doppelinte­
grale als identisch mit dem as"ozia.tivcn Gesetz der Multiplika,tion der 
total-additiven Menltenfunktionen. 

Ha h n ist Rch!icl3lich Verfa~f;('r der beiden bekannten enzyklo­
pädiearti~en Lehrbücher: ,,1'11l'o;,ic der reellen Funktionen 1" (1921) und 
"Reelle FU1detiurtell 1.. (19313 I. Das zuerst genannte Buch trat an Stelle 
des 2. Teiles des von .\. ;";chornflif'·" gf'meinsam mit H. Hahn geplanten 
Werkes: "Entwicklung der Mcnltrnlehre und ihrer Anwendun­
gen", von dem nur der vonSchoenflies verfaßte l.Teil(1913) erschienen 
ist. Das Jianuskript für den zweiten Band der "Reellen Funktionen" 
plante Hahn bis zum hf'urigen Herbst fertigzustellen, was ihm - zum 
großen ~achteile dieses Wissenszweiges - nicht mehr gegönnt war. 

Reihen und Fon l"iersche Integrale. Die SummationRverfahrell 
von Poisson, Riemann und de la Vallee Pousin der Fourierschen 
Reihe für j (x) konver~ieren für jeden Wert von .f; geltcn /(;1;). für den 

t 

Iim ..~. r:f(:c+2uJ+f(~ -2u)- i/',(J) du=O 
t .... 0 • 

o 

ist; für das Fej c-r~che Vedahren gilt dies, wenn 
I 

!im 1)")'(,):+2 ul+J'(;1;-2ul - 2 t(:/;) I du = 0
t" '. •

/ ... 0 
o 

ist. Hahn zf'igt ("Che,' Fej/rs dUlnmil'rIf,n,g dl;r }'ourtcl'schClt Reihe", 
Jahresbel'. d. D. M. Y. 25, 1916) an einem Beispiel, daß beim F ej er­
scben Verfahren die erste Bedingung für die Konvergenz nicht hinreicht. 

11In der Arbeit Ober eine Verallgemeinerung der Four'ieJ'schen 
Integra?l'onnel" (Acta math. 49, 1926) wird unter sehr allgemeinen 

lJLtn~ Ilnhn 1'. 

VuraU6t30lznngen Über f (x), daJ'Unter insbesonders die der Entwickel­
barkeit von fex) an der Stelle :co in die Fouriersehe Reihe, die 

Pormel 
+00 

f (.to) = ~,f( cos :),)'0 dIp I,p,) +sin :J..)·o d \.f' (p.)) 
o 

abgeleitet. \90rin daR Integral ein Stieltjesintegl'a,l ist und 
+00 

'/' . sin UJ d \[' ('J) =f'f()1- cos :,x 7 
,- 00 

()I (p.) = ) (r) ----:1:' x, ., . .' x ---x'- - ( }' 

bedeutet. Diese Formel bat einen weiteren GiltigkeitRhereich als die 
klassitiche Fouriersche Integralformel und gestattet in manchen Fällen 
Kriterien für die Giltigkeit letz1llrer anzugeben. Sir Iteht in die Fo u I' i e 1'­

sehe Integraldan;tellung über, wenn diese exiRtiert und reduziert sich 
für alle an der ~telle ,JJo in dir Fourier reihe entwickelbaren periodi­
tichen };"I unktionen auf diese Reihe. t \g-l. auch Jahresb, d. D. ~1. V. 33, 
1924).. - Eine analob~ Formel (" eher di,' Jl.fethnde der (lrithmeti.~chen 

lrlitte7 iu cla Theorie d(/' iJernllgG/Iteinuten Foul·il'i'schcn. lnflgrcrlp", 
.\.k. Bel'. Wien 134, 1925) verlang-t zu ihrer Giltigkeit nur, daß f (.1;) 

im Unendlichen beschränkt und in X o stetig sei und reduziert sich auf 
Fej ers Summationsformel, wenn f (x) periodiRch ist. 

Aus der Theorie, die in der oben angeführten Arbeit "C ber 
Folgen linearer Operationen" entwickelt ist, lassen sich eini~e Hät.ze 
"Ober Reihen mit monoton abnehmenden Gliedernil (Monat.sh, 33, 1923) 
gewinnen. Bei diesen Untersuchungen fa,nd Hahn einen einfachen 
Beweis für IIDie Aquivalenz der Cesäroschen und Hölderschen J1ittpl" 
(Monatsh. 33, 1923). 

Liegt eine Reihe "La" aus po~itiven gegen Nnll abnehmenden 
v~l 

Gliedern vor und ist 9 ihre Summe (die auch + 00 sein kanni, so 
zeigt Hah n (11 Ober unendliche Reihen und absolut·additive Men.qen­
funktionen") Bull. of the Calcutta Math. soc. 20, 1930), daß jede der 
Ungleichung O<x<.g genügende Zahl x gen au dann durch eine .. Teil­
reihe" "La"i dargestellt werden kann, wenn ~av:> G,,, für n:> 1 ist und 

(;;:1 v>n 

untersucht die Eindeutigkeit dieser Darstellung. Daraus ergibt sich ein 
durchsichtiger Beweis für den von W. Sierpinski und M. Frhh r.t 
bewiesenen "Zwischenwertsatz" in der Theorie der total-additiven 

Mengellfunktionen. 
Außer der gemeinsam mit G. Herglotz und K. Schwarzschild 

verfaßten Unt.ersuchung "Ober das St'römen des Wassers in Röhren 


