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Philipp Furtwangler .

Von A. HUBER in Wien.
o Miit-einerrr Bt

Als wir im vergangenen Jahr Furtwidngler die Glickwiinsche
der philosophischen Fakultdt und des mathematischen Instituts zu
seinem siebzigsten
Geburtstage tiber-
brachten, da ahn-
ten wir nicht, daB3
er knapp ein Jahr
spater nicht mehr
unter den Leben-
den weilen wiirde.
Schon gegen den
Herbst verschlim-
merte sich sein Be-
finden  derartig,
daBer kaum mehr
das Bett verlassen
konnte, und als
sich 1m Jédnner
der erste Schlag-
anfall cinstellte, da
mubBte man wohl
auf das AuBerste
gefalit sein. Am
Morgen des 19. Mai
1040 erlitt er wie-
der einen Schlag-
anfall, und wenige
Stunden  hernach
setzte ein sanfter Tod seinem an Arbeit und Leid so reichen Leben
ein Ende.

Furtwianglers Wiege stand in dem Stddtchen Elze im Regierungs-
bezirk Hildesheim, wo er am 21. April 1869 als erstes Kind des Orgel-
bauers Wilhelm Furtwingler und dessen Ehegattin Mathilde, geb.
Sander, das Licht der Welt erblickt hat. Als er nach seiner Konfir-
mation von 1883 an das Andreaneum zu Hildesheim besuchte, hatte -
er bereits beide Eltern verloren und fand als Hauslehrer eine freund-
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liche Aufnahme in der Familie eines Mitschiilers. Zu Ostern 1889 legte
er die Reifeprifung ab und begann seine Studien an der Universitit
Gottingen, wo er bis Ostern 1894 Vorlesungen und Ubungen iiber
Mathematik und Physik besuchte, besonders bei Burkhardt,
I'ricke, Holder, Klein, Schonflies, Riecke, Schering und
Voigt. Von seinen Lehrern diirfte wohl Klein den nachhaltigsten
EinfluB auf seine wissenschaftliche Entwicklung ausgeiibt haben, und
wir finden ihn daher auch unter den Schiilern Kleins, die sich durch
die Ausarbeitung der in hektographischer lform erschienenen Vor-
lesungen des Meisters ein grofes Verdienst darum erworben haben,
dafB3 die ganze Welt an dem so iiberaus fruchtbaren Lehr- und For-
schungsbetrieb Gottingens teilnehmen konnte.

Bereits vor Ablegung der Priffung fiir das héhere Lehramt ging er
auf ein Jahr als zweiter Assistent an das physikalische Institut der
Technischen Hochschule in Darmstadt und absolvierte sodann sein
Seminarjahr am Lyzeum I in Hannover, nachdem er noch am 1. Mérz
1895 scin Doktorexamen abgelegt hatte. Wihrend der Ableistung
seines Freiwilligenjahres in Gottingen horte er wohl auch den zweiten
Teil der von Klein 1895/96 gehaltenen Vorlesung tiber ausgewihlte
Kapitel der Zahlentheorie, den er gemeinsam mit A. Sommerfeld
ausgearbeitet hat.

Mit der Ubernahme einer Assistentenstelle am geoditischen Institut
in Potsdam im Jahre 1897 begann Furtwangler seine wissenschaft-
liche Laufbahn, allerdings auf einem Gebiete, das ziemlich weit abseits
lag von jenem, dem er spiter den groften Teil seiner Lebensarbeit
widmen sollte. Wie sehr jedoch auch auf diesem Gebiete seine auller-
gewohnliche Begabung und unermiidliche Arbeitskraft von berufencr
Seite geschitzt wurde, zeigte sich durch seine Bestellung an die Land-
wirtschaftliche .\kademie in Bonn im Jahre 1903, wohin er nach einer
von 1907 bis 1910 an der Technischen Hochschule in Aachen aus-
geiibten Lehrtitigkeit wieder zuriickkehrte. Zwei Jahre spiter jedoch

folgte er einem Ruf an die Universitit Wien als Nachfolger von’

Mertens, doch hinderten ihn der Ausbruch des Weltkrieges und ein
bald danach sich einstellendes Leiden an der Ausfiihrung so mancher
Plane, die er fiir den Ausbau des Wiener mathematischen Institutes
ins Auge gefalt hatte. Im Wintersemester 1937 /38 erlaubte ihm sein
Befinden nicht mehr, seine Vorlesungen aufzunehmen, und im Oktober
1938 wurde er in den dauernden Ruhestand versetzt.

Die Anerkennung der wissenschaftlichen Leistungen Furtwédnglers
fand ihren Ausdruck in seiner Wahl zum Mitglied angesehener gelehrter
Gesellschaften. Seit 1927 war er wirkliches Mitglied der Akademie der
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Wissenschaften in Wien und seit 1931 korrespondierendes Mitglied
der preuBischen Akademie der Wissenschaften in Berlin. Auch die
Kaiserliche Leopold-Carolin.-Akademie der Naturforscher in Halle
wihlte ihn zum Mitglied, und fiir das Jahr 1930 wurde ihm die Ernst-
Abbe-Gedachtnismedaille verliehen.

Im Jahre 1903 vermihlte sich Furtwidngler mit Ella Buchwald,
die ihm aber einige Jahre nach der Geburt einer Tochter entrissen
wurde. Erst im Jahre 1929 schlofl er eine zweite Ehe mit Emilie
Schon, die ihm durch ihre unermiidliche Hilfsbereitschaft und auf-
opfernde Pflege viel geholfen hat, sein in der letzten Zeit immer
schwerer gewordenes Leiden zu ertragen.

Furtwingler hat sich trotz seines selbst fiir einen Norddeutschen
ungewohnlich ‘stark zuriickhaltenden Wesens die Zuneigung aller
erworben, die mit ihm Fiihlung nehmen konnten. Obwohl er niemals
irgendwie demonstrierte, war er uns ostmarkischen Studenten mit
jedem Worte, das er zu uns sprach, stets eine lebendige Mahnung an
die volkische und kulturelle Verbundenheit unsercr Heimat mit dem
groBen deutschen Vaterland. Seine vorbildliche Pflichtcrfillung
notigte uns nicht minder hohe Wertschitzung ab als sein stets freund-
liches Entgegenkommen, das er selbst in jenen Jahren seinen Horern
gegeniiber zeigte, als deren 300- 400 in seinem Horsaal zusammen-
gedriangt waren. Furtwinglers Interessen umspannten ein wesent-
lich weiteres Gebiet, als man vielleicht nach seinen wissenschaftlichen
Arbeiten vermuten wiirde. Dal er selber von einseitigem Spezialisten-
tum keine hohe Meinung hatte, konnte ich einmal aus der feinen
ironischen Art erkennen, in der er mir gelegentlich von einer AuBerung
erzihlte, die ein ihn besuchender sehr bekannter Zahlentheoretiker
getan hatte. Es war so um die Zeit, als der Rundfunk anfing, die groBe
Sensation zu werden. Furtwidngler interessierte sich lebhaft dafiir,
und auf seinem Tisch standen damals stets einige derartige Gerite.
Seine Absicht jedoch, seinem Besuch die Wunder des Radios zu ent-
hiillen, scheiterte an dessen kategorischer Erklirung: ,,Dafiir fehlt
der Existenzbeweis, und deswegen interessiert mich diese Sache ganz
und gar nicht.” In seinen letzten Lebensjahren galt Furtwianglers
Interesse aufs starkste verschiedenen Fragen der Stromungslehre, und
seine Biicherei enthielt auch einen grofien Teil der neuesten Litcratur
dieses Gebietes. Insciner Liebe und scinem feinsinnigen Verstdndnis fiir
klassische Musik diirfte sich wohl ein viterliches Erbe geduBert haben,
und so manche frohe Stunde bereitete ihm ein musikalisches Krinz-
chen, an dem er als Pianist teilnahm. Er war iibrigens ein entfernter
Vetter des gefeierten Dirigenten Staatsrat Wilhelm Furtwingler.
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Uberaus fruchtbar war Furtwinglers Lehrtitigkeit an der Uni-
versitit Wien. Neben seinen periodisch wiederkehrenden, je zwei
Semester umfassenden Vorlesungen iiber Differential- und Integral-
rechnung, Algebra und Zahlentheorie verstand er es, in iiberaus reiz-
voller Weise verschiedene Kapitel der Elementarmathematik zu be-
handeln, und als Folge seiner Beschiftigung mit dem Radio las er auch
einmal iiber lineare Differentialgleichungen. In dem regelmiBig zwei
Wochenstunden gehaltenen Seminar, in dem er selber meist tiber aus-
gewihlte Kapitel der Algebra und Zahlentheorie vortrug, gab er die
Anregung zu so mancher der unter seiner Leitung entstandenen etwa
60 Doktorarbeiten.

Furtwédnglers Name ist mit seinen zahlentheoretischen Unter-
suchungen so eng verbunden, dal3 dariiber seine Arbeiten auf dem
Gebiete der hoheren Geoddsie leicht aufler acht gelassen werden
konnten. Da sic auch in die fritheste Zeit seines Schaffens fallen, so
mogen sle auch hier an erster Stelle besprochen werden. Sie stehen in
engstem Zusammenhang mit der fiir alle derartigen Messungen fun-
damentalen Bestimmung der absoluten Schwerkraft fiir Potsdam,
die er nach der von Helmert und Schumann verbesserten Theorie
gemecinsam mit dem Physiker I'. Kiihnen durchgefiihrt hat (4, 12, 15).
Dabci gelang es thm auch, nach Aufdeckung eines Lorenzoni unter-
laulenen Verschens, die von dicsem fiir Padua bestimmte Schwer-
kraft mit der von v. Sterneck in Wien gemessenen in Uberein-
stimmung zu bringen, wodurch einc Wiederholung tiberaus mihsamer
Beobachtungen unterbleiben konnte. Durch scine Untersuchungen
iber die Schwingungen von zwel Pendeln auf gemcinsamer Unterlage
hat Furtwidngler ein Problem ganz wesentlich gefordert, auf das
bereits Huygens gestoflen war. Einc in Aussicht gestellte ausfiihr-
lichere Verdffentlichung ist leider unterblicben. Aul den von ihm
geschaffenen Grundlagen wurden crst in ncuester Zeit Mcthoden
ausgearbeitet, die eine Bestimmung der Schwerkraft vom fahrenden
Unterseeboot aus ermoglichen. Eine Yrucht sciner Téatigkeit am geo-
datischen Institut in Potsdam sind auch seine Beitrage zum IV. und
VI. Band der Enzyklopddie der mathematischen Wissenschaften
sowie zum Handworterbuch der Naturwissenschaften und zu den
IMUK.-Berichten (9, 17, 23, 24). Er galt damals schon so sehr als
Geodit, dall er von den Herausgebern der Enzyklopddie gemeinsam
mit Wiechert zum Redakteur des Geodidsiebandes bestellt wurde.

Obwohl Furtwinglers Arbeitskraft in Potsdam sicherlich in
hiohem MaBe in Anspruch genommen war, fand er doch noch Zeit,
seine in Gottingen begonnenen zahlentheoretischen Untersuchungen
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fortzusetzen, deren Iirgebnisse seinen Namen (ir immer mit diesem
Gebiete der Mathematik aufs ehrenvollste verbinden werden. Bereits
in seiner ersten Verdffentlichung (1), die man vielleicht schon als Vor-
Jaufer einer seiner wertvollsten Abhandlungen betrachten kann,
kiindigt sich seine Vorliebe fiir zahlentheoretische Spekulationen an.
Indem er dort einem Ideal eine zerlegbare primitive Form zuordnet,
s0 daf3 der Multiplikation der Ideale dic Komposition der zugehorigen
FFormen entspricht, zeigt er, daB es fiir jedes Ideal a einen Exponenten %
gibt, so daB a* ein Hauptideal wird, und entwickelt von da aus die
Hauptsitze der Idealtheorie. Im ersten Teil seiner Doktorarbeit (2)
bestimmt er zundchst die Automorphien von terndren, zerlegbaren
kubischen IFormen, um sich dann der Untersuchung ihrer f\.quival('n'/.
und der Darstellbarkeit gegebener Zahlen durch gegebene IFormen
ruzuwenden. Die durch Heranziechung von Punktgittern durch-
gefithrte geometrische Veranschaulichung der von Hermite her-
rihrenden |, réduction continuelle’ deutet schon auf die von seinem
fLehrer I'. Klein emptangene Anregung zu dieser Arbeit hin. Im
zweiten Teil werden Formenkomplexe betrachtet und der Zusammen-
hang der Komposition der Formen mit der Multiplikation der Ideale
dargestellt. Obwohl Furtwiangler spiter in seinen Vorlesungen gern
die gecometrische Deutung der Idealtheorie durch Punktgitter gepflegt
hat, hat er erst nach Jahrenihre Verallgemeinerung auf #-dimensionale
Réaume verdffentlicht (33). Dabei treten Schwierigkeiten auf, die sich
bei quadratischen Korpern noch nicht einstellen kénnen und die eine
feinerer Einteilung der Formen notwendig machen.

Das Kernstiick von Furtwinglers wissenschaftlicher Arbeit bilden
jedoch seine erfolgreichen Untersuchungen iiber die beiden von Hil-
bert aufgewortfenen Probleme, mit denen er sich durch dreillig Jahre
lebhaft beschiftigt hat, nimlich den Beweis der Reziprozititsgesetze
in algebraischen Zahlkorpern und der Existenz des Klassenkorpers.
Die enge Verbundenheit dieser beiden Probleme tritt schon duBerlich
dadurch in Erscheinung, dal sich die betreffenden Versffentlichungen
TFFurtwinglers in ihrer historischen Reihenfolge bald auf das eine,
bald auf das andere beziehen, doch will ich sie zur Erzielung einer
groBeren Ubersichtlichkeit getrennt mnach beiden Gegenstinden
zusammenstellen.

In derersten (3), von der kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften
in Gottingen preisgekrénten Arbeit wird nach den von Hilbert fiir
den relativquadratischen Korper entwickelten Methoden das all-
gemeine Reziprozitdtsgesetz unter der Annahme hergeleitet, daf3 die
Klassenzalil 2 des  Grundkorpers durch den ungeraden Primzahl-
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exponenten / teilbar ist. Eine kurz darauf erschienene Abhandlung (7)
bringt nach einer zusammenfassenden Darstellung der bisher ge-
wonnenen Ergebnisse als wesentlichen Fortschritt die Ausdehnung
des Reziprozitdtsgesetzes auf ein beliebiges und ein primires Prim-
ideal. In den drei nach sechs Jahren in kurzen Abstinden auteinander-
lolgenden Verdtfentlichungen (106, 22, 26) werden diese Untersuchungen
zum Abschlul3 gebracht, wobei von der inzwischen entwickelten Theorie
des Klassenkorpers ausgiebig Gebrauch gemacht wird. Es gelingt, die
verschiedenen Arten von Nichtresten zu unterscheiden, und das friiher
rum Beweis benutzte Eisensteinsche Gesetz ergibt sich nun als
I‘olge. Die von Hilbert und Kummer angegebenen Reziprozitits-
gesetze konnen nun in einer allgemeineren FForm ausgesprochen werden,
in der sowohl die allgemeinen Reziprozitatsformeln als auch die Ergin-
rungssatze enthalten sind. SchlieBlich wird noch der Fall /- 2 er-
ledigt, wenn der Grundkdorper reell ist, oder unter seinen Konjugierten
reelle vorhanden sind, womit das von Hilbert gesteckte Ziel erreicht
ist. Mit seinen Untersuchungen (38, 39) iiber /"-te Potenzreste geht
aber I'urtwiangler tber dieses Ziel noch hinaus, indem er fir n = 2
die Existenz einer Reziprozititsformel nach einer auf beliebiges »
anwendbaren Methode beweist, wenn wenigstens eine von ihnen zwei-
fach primar ist und der Korper die /*-ten Einheitswurzeln enthilt.
Kurz hernach wurden jedoch diese Dinge von Artin mit anderen
Methoden allgemein erledigt.

Den Beweis der Existenz des Klassenkorpers erbringt Furtwiangler
dadurch, daB er ihn unter allméahlicher Befreiung von einschrankenden
Voraussetzungen tatsdachlich konstruiert. Wenn der Grundkérper
eine /-te Einheitswurzel enthilt, seine Klassenzahl von der Form ¢ -/
ist, wobei (g, I) = 1, und die g-ten Potenzen aller Klassen eine zyklische
Gruppe /"-ten Grades bilden, wird fast durch die gleichen Betrach-
tungen, die in (3) beniitzt wurden, die Existenz eines unverzweigten
relativ-zyklischen Oberkérpers vom Relativgrad /* nachgewiesen.
Kurz darauf aber gelingt in (6) und (8) die Beseitigung der genannten
Voraussetzungen und durch Anwendung eines verschirften Aqui-
valenzbegriffes auch dic Vervollstindigung fiir den Fall / = 2. Durch
eine besondere Betrachtung der mit der Theorie der komplexen Multi-
plikation zusammenhdngenden imagindr-quadratischen Grundkérper
kommt LI'urtwidngler zu allgemeineren Ergebnissen, als Fueter
hieriiber aut einem anderen Wege gefunden hatte. Die auf Wunsch
der Redaktion der Mathematischen Annalen gelieferte zusammen-
fassende Darstellung (101 ¢nthdlt aber auch verschiedene wertvolle
Lrweiterungen und bringt u. a. den an Untersuchungen von H. Weber
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anschlieBenden Beweis des sog. Satzes von der arithmetischen Pro-
gression, dal3 nimlich in jeder Idealklasse unendlich viele Primideale
vorhanden sind. Als eine Ergdnzung hierzu kann man den in (21)
mitgeteilten schonen Satz ansehen: ,,Ist % die Klassenzahl eines belie-
bigen algebraischen Korpers £, p ein Primideal aus % und p" die nie-
drigste Potenz von p, die in die Hauptklasse von % fillt, so zerfillt p
im Klassenkorper von k genau in i/n verschiedene Primideale.”

Nun war auch die Umkehrung der Frage nach der Existenz des
Klassenkorpers naheliegend, nimlich ob auch jeder relativ abelsche
unverzweigte Korper im Klassenkorper enthalten ist. In (11) bejaht
Furtwingler diese Frage nur unter verschiedenen, besonders im
Falle /= 2 sehr tief einschneidenden Einschrankungen, aber in (13)
macht er sich von der Voraussetzung, dal3 die Klassenzahl des Grund-
korpers durch keine Potenz von 2 teilbar sein soll, frei und stellt unter
Benutzung eines verschirften Aquivalenzbegriffes den Satz auf: |, Ist
K ein unverzweigter abelscher Koérper in bezug auf £, dann ist K im
Klassenkorper von & enthalten.”

In einer Reihe weiterer Abhandlungen hat sich Furtwédngler mit
verschiedenen Anwendungen der von ihm gefundenen Sitze iiber den
Klassenkorper beschiftigt. So ergibt sich in (14) der folgende bereits
von Kummer in dem Falle #'— 1 ausgesprochene, aber nicht stich-
haltig bewiesene Satz: ,,Sind & und K zwei Unterkorper des Korpers
der m-ten Einheitswurzeln (m -- ") und ist £ in K enthalten, dann
ist die Klassenzahl von % ein Teiler der Klassenzahl von K.* In (20)
gelingt es, als Anwendung der Theorie der relativ zyklischen Korper
vom Primzahlgrad [/, die folgende von H. Weber fiir den Fall / — 2
gemachte Aussage allgemein zu beweisen: ,,Die Klassenzahl des
Kdorpers der {"-ten Einheitswurzeln ist stets dann und nur dann durch /
teilbar, wenn die Klassenzahl des Korpers der /-ten Einheitswurzeln
durch / teilbar ist." Von den beiden gréBeren Aufsdtzen (30) und (31)
bringt der erste den vollstindigen Aufbau der Ringklassenkérper vom
Relativgrad / fiir imaginir-quadratische Korper zunichst unter der
Einschrankung, daf3 die Klassenzahl des Grundkérpers zu / prim und /
kein Teiler der Relativdiskriminante ist. Im zweiten wird nach Be-
freiung von dieser Einschrinkung der allgemeine Fall erledigt, ferner
werden die Existenz der von der komplexen Multiplikation gelieferten
Klassenkorper rein arithmetisch hergeleitet und der Vollstindigkeits-
beweis erbracht.

Die wohl bedeutendste Leistung Furtwinglers aber gehort dem
ebenfalls aut Hilbert zuriickgehenden Problem des Hauptideal-
satzes an, der folgendes besagt: ,, Im grofiten unverzweigten oder
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absoluten Klassenkorper K zu einem algebraischen Zahlkérper
werden alle Ideale von & zu Hauptidealen." Er hatte bereits in (27)
die Richtigkeit dieses Satzes, der bis dahin nur fiir eine zyklische
Klassengruppe bewiesen war, auch fiir den Fall nachgewiesen, daf3 die
Klassengruppe zwei Basisklassen besitzt und die Klassenzahl jeden
Primfaktor nur zwcimal ¢nthilt, und verschiedene Beispiele und inter-
essante Sdtze iliber Korper angegeben, deren Klassenzahl durch 4
teilbar ist. Der allgemeine Satz jedoch hat auch noch nach den Unter-
suchungen von Takagi und Artin allen Beweisversuchen einen der-
artigen Widerstand entgegengesetzt, dall verschiedentlich schon
Zweifel an seiner Allgemeingiltigkeit sich zu erheben anfingen, da im
nicht-zyklischen Fall die Verhéltnisse so verwickelt werden, daf3 keine
Moglichkeit mehr zu bestehen schien, auch hier mit rein zahlentheo-
retischen Mitteln durchzukommen. Dald hier tatsichlichmit der Theorie
der relativ abelschen Kérper nicht mehr weiter zu kommen war, zeigte
sich, nachdem es Artin mittels seines Reziprozitdtsgesetzes gelungen
war, die Idealklassen von K auf die Substitutionen der Galoisschen
Relativgruppe des zweiten absoluten Klassenkorpers K’ zu k abzu-
bilden, woraus eben hervorging, dafl K’ nur noch metabelsch tiber /
ist. Artin hat auch erkannt, dall der Nachweis der allgemeinen Giil-
tigkeit des Hauptidealsatzes nun abhing von dem Beweis einer ge-
wissen Relation iiber derartige zweistutige Gruppen, und diesen Beweis
hat I'urtwédngler nach mithevollen Rechnungen in (43) erbracht.
\Wenig spiter zeigte er in (44), dall sich die Basis gewisser Klassen-
gruppen stets so wahlen lalit, daBl jede Basisklasse bereits in einem
relativ quadratischen Korper in die Hauptklasse iibergeht.

Auch zu anderen, von den bisher besprochenen weit abseits liegenden
Problemen der Zahlenthcorie und der Algebra hat Furtwingler
wertvolle Beitrige geliefert. Von den Aufsitzen (18) und (25) iiber
den letzten Satz von Fermat enthélt der zweite das folgende schone
Ergebnis: , Ist x' + 20 4 4t = 0, und 7 ein Faktor von x,, wobei
(x;,0) =1, oder von (x; x;), wobel (x;, ! x,,/) =1, dann mul
rt=1 -1 (/. Aus diesem mittels des Eisensteinschen Reziprozitits-
gesetzes abgeleiteten Kriterium ergeben sich die von Legendre,
Wieferich und Mirimanoff als einfache Sondcrfalle.

Von den algebraischen Arbeiten IF'urtwiénglersist (35) der Theorie
des Lagrangeschen Funktionenkdrpers gewidmet. Sie enthalt den
Nachweis der Existenz und zum Teile auch die explizite Daistellung
von Minimalbasen fiir Funktionenkérper, die zu den transitiven auf-
l6sbaren Gruppen der Grade 3, 5, 7 und 11 gehoren. In (34) erfahrt das
nur teilweise geloste Umkehrproblem, also die Frage, ob es algebraische
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Gleichungen mit beliebig vorgegebener Galoisscher Gruppe gibt,
eine bemerkenswerte Forderung. Nach Aufstellung eines Kriteriums
fiir die Irreduzibilitit einer algebraischen Gleichung, welches das
Schoenemann-Eisensteinsche als Sonderfall enthdlt, und eines
Kriteriums fiir die Primitivitit zeigt Furtwiangler, dafl die Galois-
sche Gruppe der Gleichungen

(X —2b) (% —2by) + + - (X —2bp_ ) - (—1)"(2x -+ 4) =0 (n > 4),

wo die ganzen Zahlen b, -~ 1 und voneinander verschieden sind, die
symmetrische Permutationsgruppe ist. Dazu wird die Erweiterung
cines von H. Weber gefundenen Satzes beniitzt, dall eine primitive
irreduzible Gleichung, die genau zwei komplexe Wurzeln hat, stets
affekttrei ist. Uber die ,,Dichte affektfreier Gleichungen kommt
Furtwiangler in (42) zu folgendem Ergebnis: , Deutet man in der
(sleichung
gttt oo 4a, 181+ a8,=0

dic in einem Korper % liegenden a, als Koordinaten in einem R,, bzw.
in einem R,,, wenn & komplex ist, so liegen die in k affektfreien
(+leichungen iiberall dicht."

In den Kreis der von Minkowski aufgeworfenen Fragen der geome-
trischen Zahlentheorie gehort der Gegenstand der Abhandlung (32),
in der das von F. Klein zur geometrischen Deutung der Kettenbruch-
entwicklung angegebene ,,Umripolygon’’ ins Raumliche iibertragen
wird, nachdem eine beim Minkowskischen Verfahren der ,,Nachbal -
bildung** auftretende Schwierigkeit beseitigt war.

Andere geometrische Vorstellungen finden sich auch in den Ar-
beiten (37) und (41) dber die simultane Approximation von Irrational-
zahlen von der Gestalt

X; - -lﬂ\«ikm‘\’,, w1 (i=1,2,...n—1),

woritber 'urt wingler den folgenden Satz beweist :,,Ist D die absolut
kleinste Diskriminante der reellen Kérper n-ten Grades und
1

K- ll) Iﬁz(‘n—l),

dann gibt es 7 1 reelle, rational-unabhdngige Irrationalzahlen a,,
so dal diese Ungleichungen nur endlich viele Losungen in ganzen
Zahlen a4, %y, ... x, haben. Nachdemso Furtwangler die Bedeutung
der Diskriminante tiir die Losbarkeit dieser Aufgabe erkannt hatte,
entwickelt er in der zweiten Arbeit nach Vervollstindigung seines
fritheren Beweises einen Algorithmus zur simultanen .\pproximation
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von zwel Irrationalititen. In (28) gibt Furtwingler eine Verein-
fachung des von Minkowski stammenden Kriteriums fiir den alge-
braischen Charakter einer Irrationalitit. Kr betrachtet dazu die
Minima &,, die das Polynom fiir ein festes ~:

E= %+ X ox + Xgx® F o o0 4 xpat]

fiir wachsendes ¢ annimmt, wenn | x, | = /. Nun werden alle &; aus
dieser Reihe der Minima gestrichen, die von # - 1 vorhergehenden linear
abhangig sind, wobei aber gerade der Nachweis, dall es unter einer
festen Anzahl aufeinanderfolgender &; » linear unabhingige gibt, am
schwersten zu erbringen war. Die nach dieser Ausmerzung {brig
bleibenden &; heilen Hauptminima und werden mit ¢, bezeichnet.
Damit 1463t sich nun das folgende Kriterium aufstellen: ,,Die Irratio-
nalitdt ~ ist dann und nur dann algebraisch vom #n-ten Grad, wenn
die Reihe der Hauptminima nicht abbricht und unter den ¢, ,/¢; nur
endlich vicle voneinander verschieden sind.*

In seinen letzten Lebensjahren hat sich Furtwangler mit Fragen
beschaftigt, die mit der Minkowskischen Vermutung iiber Grenz-
gitter zusammenhdngen, doch hat er dariiber nur einige seiner Ergeb-
nisse in der Arbeit (47) verdffentlicht. Unter einem Gitter von kon-
stanter Dichte versteht cr dabel ein solches, von dem jeder Einheits-
wiirfel g Punkte enthdlt. Von einem solchen Gitter zeigt er fiir n = 2, 3,
daf sich seine definicrenden Linearformen &, in einer gewissen Reihen-
folge ganzzahlig unimodular in die Gestalt transformieren lassen:

& e T . 2, A . o i . L .
ST ;‘" S T2 VR W P R B T Rl 0 R el t Crn1Zn_1t 2,

31 o2 n
wobei dic g, natiirliche Zahlen sind und g -g-...g,=g. Daraus

ergibt sich dann die Minkowskische Vermutung, wenn g =1, da
ja Grenzgitter identisch sind mit Gittern mit der konstanten Dichte 1.

Die Vielscitigkeit, die Furtwangler durch seine originellen Lei-
stungen auf dem weiten Gebiete der Algebra und der Zahlentheorie
bewiesen hat, lieBen ihn auch als den fir die Abfassung des wichtigen
Artikels ,, Theorie der algebraischen Zahlkoérper' fiir die neue Ausgabe
der Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften berufenen Ge-
lehrten erscheinen. Er 16ste zwar noch sein Versprechen ein, aber sein
Auge sollte diese letzte Frucht seiner trotz Alter und Leiden unge-
brochenen Arbeitskraft in ihrer vollendeten Form nicht mehr erblicken.

Das Beste aber, wodurchsich Furtwingler dieVerehrung aller seiner
Schiiler in Wien erworben hat und wofiir sie ihm auch stets dankbar
sein werden, das waren sein echt deutsches Ethos von Arbeit und treuer
Pflichterfilllung und sein Beispiel, mit dem er es uns vorgelebt hat.
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