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TrruREL: Sprache fiir die Relationale Mathematik

(Extended Abstract)

Gunther Schmidt

Fakultit fiir Informatik, Universitat der Bundeswehr Miinchen
85577 Neubiberg, Germany
gunther.schmidt@unibw. de

Zusammenfassung. TITUREL ist formuliert in Haskell. Es erwies sich
als wertvolle Hilfe fir viele Untersuchungen: Spiele, (Bi-)Simulationen,
qualitative Fuzzy-Steuerungen, Theorie-Extraktion, Social Choice, Ent-
scheidungsunterstiitzungen bei Intervall-Ordnungen u.v.a. TITUREL er-
méglicht algebraisch begriindbare Visualisierungen, Beweise und Trans-
formationen, bietet aber durch den Einsatz von generischen dependent
types auch ein ernsthaftes programmiersprachliches Untersuchungsfeld.

Keywords relational mathematics, TituRel, dependent types.

1 Vorbemerkung

Nur wenige arbeiteten relational. Hier geht es damit um Fragestellungen bei einer
Sprache, die wenige kennen. Wozu iiberhaupt schon wieder eine neue Sprache?
Einiges zur Motivation findet man in [$S89,5593,5¢h03,5chl 1],

9 1Idee der Relationalen Mathematik

Zunichst sollen zwei Beispiele die Idee der relationalen Mathematik andeuten:

—— Datenanalyse mit der difunktionalen Hiille,
__ Priferenzuntersuchung mit einer Semiordnung.

Die dazu dienende Sprache TITUREL wurde entworfen mit folgenden Zielen:

Alle jemals behandelten Relationen-Probleme sollten sich ausdriicken lassen.
Relationale Konstrukte sollten sich, z.B. als boolesche Matrizen, direkt im
TITUREL-Substrat auswerten lassen.

Transformation von relationalen Termen und Formeln zu Umformung und
Optimierung sollte unterstiitzt werden.

Die Ubersetzung relationaler Ausdriicke in TEX-Darstellung und in die Pradi-
katenlogik 1. Stufe sollte automatisiert werden.

_ Beweisunterstiitzung fiir relationale Aussagen und Verwaltung von Beweis-
Abhiingigkeiten sollte mdglich sein.
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2.1 Datenanalyse

Ausgangspunkt fiir das Beispiel sei folgende Matrix von Prozentwerten als Er-
gebnis einer statistischen Auswertung. Hieraus sollen Schliisse gezogen und zu-
grundeliegende Strukturen bestimmt werden.

3828 79.91 2842 36.11 2517 11.67 17.10 24.73 81.53 35.64 34.36
13.35 23.78 18.92 34.89 1360 6.33 2526 36.70 3422 98.15 8.32

5.69 34.43 27.17 15.23 26.50 30.26 31.56 26.84 17.93 30.38 3.75
23.40 20.35 25.94 38.96 36.10 25.30 19.17 89.17 27.34 1525 5.58
96.37 13.89 23.16 21.64 35.56 36.77 21.71 77.20 33.61 1830 17.67
20.26 33.71 20.78 37.21 16.76 8.83 88.93 15.18 83.58 23.60 16.60
2985 14.76 22.21 3570 13.34 39.82 29.30 18.85 26.29 24.73 37.90
70.37 18.67 5.94 2830 78.56 27.40 16.46 34.46 17.92 24.30 33.46
37.89 26.70 4.13 14.50 23.23 21.56 35.75 34.30 21.59 17.39 39.29
18.82 23.00 77.50 16.10 9.74 84.71 21.30 35.32 19.57 24.78 22.43

5.38 36.85 94.38 28.10 37.30 25.30 33.14 31.20 13.24 93.39 23.42
1482 18.37 1.87 19.30 84.82 23.26 28.10 26.94 19.10 3425 35.85

7.63 28.80 10.40 89.81 17.14 7.33 96.57 16.19 3596 896 27.42
39.70 14.16 7.59 21.67 34.39 88.68 18.80 29.37 7.67 8.11 36.54

Es wire hier wenig hilfreich, etwa die Zeilen-Mittelwerte zu bilden. Ein Histo-
gramm gibt aber gewisse erste Information.

ol o L] e Vi o e B e
0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0 60.0 70.0 80.0 90.0 100.0

Durch einen Cut, der in dem weiten Bereich zwischen 40 und 70 Prozent variieren
kann ohne die entstehende Relation zu #dndern, entsteht nachfolgende Relation:

B L OT Oy WS o my
1/01 000000100
200000000010
300000000000
400000001000
5010000001000
6|l|00000010100

R___?OOOOOOOOOOO
810001000000
900000000000
10]00100100000
1100100000010
12/]00001000000
3100010010000
14\00000100000

Mit einer Interpretation von R als Hypergraph kommt man zu den beiden fol-
genden Relationen R:R" und R": R.
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Bei der Relation R in analoger Umordnung stellen sich die entstehenden Teil-
Felder als chainable heraus: Mit einem Schach-Turm, der seine Richtung nur
auf einer 1 #ndern darf, kann man von jedem 1 -Feld zu jedem anderen 1 -Feld
der Zone, aber nicht in den anderen Zonen gelangen.

2.2 Semiordnungen

Dieses Beispiel beginnen wir mit dem algebraischen Sachverhalt Wir nennen ei-
ne (moglicherweise heterogene) Relation A Ferrers, falls AA"A C A. Man sieht
schnell, dass A die Ferrers-Eigenschaft besitzt, genau wenn auch A, A" sie haben.
Falls A Ferrers ist, so auch A: AT und AT A A, die . Zeile-enthilt-Zeile-“ und die
,Spalte-ist-enthalten-in-Spalte“-Ordnung. Man kann beweisen, dass sich Rela-
tionen mit der Ferrers-Eigenschaft stets durch unabhéngige Zeilen- und Spalten-
Umordnung zu ciner Treppenrelation permutieren lassen.

N R N SN o R woScanodewrR S oo
1/0010000100000 9570050 1 .71 111 1.1 11t
2(1011001100101 2/0000001111111
31]0000000000000 6/0000001111111
4/]0010000100000 10]0000001111111
500010000100001 710000000001 111
6/1011001100101 500000000001 11
711010000100001 12/]0000000000111
8/]00000000000O00O 1lo0000000000011
91 11,10 11:1.00 1311 4/]0000000000011
10/]1011001100101 1/{0000000000011
1{0010000100000 3]0000000000000
12{0010000100001 8l0000000000000O0
13\0000000000000 13\000000000000O00O0

Obige Relation ist nur zufillig homogen. Man studiert aber in der Praxis oft
gerade diesen Fall, nimlich Semiordnungen als adéquate Behandlung von
Schwellwerten, Thresholds.

Eine Relation R heifit Semiordnung falls sie eine semi-transitive Ferrers Ord-
nung ist, also zusiitzlich zur Ordnungs- und Ferrers-Eigenschaft iiber die folgende
recht dhnlich gebaute Eigenschaft verfiigt:

R: R;ET (& 7

Bildlich und in pridikatenlogischer Form heifit semi-transitiv folgendes:

y
Vz,y,z,w € X : {Rgy A Ry, = Rew V Ry} x/\
/‘?} T
\w/
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Ist solch eine Semiordnung gegeben, so lisst sie sich stets durch simultane

Permutation von Zeilen und Spalten auf eine Treppengestalt bringen — ei-
ne fiir Okonometrie und Préferenzforschung zentrale Form der Gewinnung von
Ubersicht.
o 4 = <
2853 8E 8 SeuE3 L8
EEEa®Y 3 25898 He
S 328283 S 048 06 573
<MOARAKY Do<Eoam
Allied. /0 10 L0 0 Christian (0 011111
Barbara [0 0 0 0 0 0 O George (0011111
Christian | 1 1 01110 p  Alfred 0000111
Donald {0 1 00100 Frederick |0 0 0 0 0 1 1
Eugene [0 1 0000 0 Donald |0 0000 11
Frederick { 0 1 0 0 1 0 0 Eugene |\ 0 0 0 00 0 1
George\1 101110 Barbara \o 0 0 0 0 0 0

3 Sprachkonstrukte und ihre Interpretation

Fiir die genaue Buchhaltung beziiglich Zeilen- und Spaltenmengen wird von Ka-
tegoricobjekten gesprochen — ohne jeden tieferen Bezug zur Kategorientheorie.

Syntax beabsichtigte Interpretation
Kategorieobjekt endliche geordnete Basismenge, z.B.
X Colors = [red, gre, blu, ora]
Relationaler Term binire Relation R: X — Y
9 o3e
g 23s 3
Win /0101
I Draw |0 1 1 0
Loss\1 010
Operationen auf Relationen konkrete Entsprechungen
T ¥kk: S R:S
e [ RUS
r :&&&: s RNS
Convs r T
NegaR r R
Ident x Ix

Natiirlich gibt es noch die Null- und die Allrelation, 1L, T. Ebenso natiirlich ist
eine genaue Typkontrolle eingebaut, die erlaubt, mit src(r) von r zur Quelle
der Relation zu gelangen.

Die Frage ist, ob auch noch die transitive Hiille als Operation angeboten werden
soll. Einerseits braucht man sie oft, andererseits ist es eine zusammengesetzte
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Operation. Will man auch Beweisunterstiitzung anbieten, muss sie iiber den
Aufbau dieser Konstruktion definiert werden.

Wichtig ist noch, dass die Operatoren als Konstruktoren ausgelegt sind, damit
man sie ggf. matchen und unifizieren kann. Eine weitere aufgrund interessanter
Kiirzungseigenschaften wichtige Operation ist der symmetrische Quotient

syq(A,B) := AWBN A .B.
Neben diesen Operationen auf Relationen gibt es noch folgendes:

— Konstrukte fiir Mengen von Relationen: explizit und deskriptiv,
— Funktionale, wodurch schliellich auch die transitive Hiille méglich wird,
— Ansitze zur Verwaltung von Beweisabhingigkeiten.

3.1 TUniverselle Konstruktionen

Aufbauend auf diese einfacheren Konstruktionen werden weitere definiert;:

Direktes Produkt: Es seien zwei Kategorieobjekte gegeben. Dann wird jedes
Paar 7, p von Relationen, das von einer gemeinsamen Quelle zu diesen Katego-
rieobjekten fiihrt, ein direktes Produkt genannt, falls

mhm=1,0 p%p =T, tmw 0 poph=d," wlip=TT.

Syntax beabsichtigte Interpretation
XXy

DirPro x y XXX
Pi Xy m: XxY —X /\
Rho Xy p: X xY —Y

X Y

Paar- oder Tupelbildung erscheint uns vollkommen alltéiglich. Dennoch sind die
Projektionen nicht eindeutig festgelegt; man kann aber zeigen, dass sie bis auf
Isomorphie eindeutig sind.

=BT .E%% 5.0 o .E?s?’
SEEEE BAS SEEEE BAS

(Mon,Win) ,1 0 0 0 0 100 (Mon,Win) ,1 000 0 15070
(Tue,Win) [0 1 0 0 O 100 (Mon,Draw) [1 0 0 0 O 010
(Mon,Draw) | 1 0 0 0 O 010 (Mon,Loss) | 1 0 0 0 0 001
(Wed,Win) | 0 0 1 0 0 100 (Tue,Win) [0 1 0 0 0 100
(Tue,Draw) | 0 1 0 0 O 010 (Tue,Draw) | 0 1 0 0 O 010
(Mon,Loss) [1 0 0 0 O 001 (Tue,Loss) |0 1 0 0 0 001
(Thu,Win) {0 0 0 1 0 100 (Wed,Win) [0 01 0 0 100
(Wed,Draw) [0 0 1 0 0 010| (WedDraw)|{0 0100 010
(Tue,Loss) [0 1 0 0 O 001 (Wed,Loss) [0 01 0 0 001
(Fri,Win) | 0 0 0 0 1 100 (Thu,Win) [0 0 0 1 0 100
(Thu,Draw) | 0 0 0 1 O 010 (Thu,Draw) [0 0 0 1 O 010
(Wed,Loss) | 0 0 1 0 0 00/ (Thu,Loss) [0 0 0 1 0 001
(Fri,Draw) | 0 0 0 0 1 010 (Fri,Win) [0 0 0 0 1 100
(Thu,Loss) |0 0 0 1 0 001 (Fri,Draw) | 0 0 0 0 1 010
(Fri,Loss) \0 0 0 0 1 001 (Fri,Loss) \0 0 0 0 1 001
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Oben sind zwei verschiedene Paare 7, p und 7', p’ von Projektionen angegeben.
Mit Hilfe des damit angebotenen syntaktischen Materials kann man P definieren

P=mn" Npp", welches Pin'=7 und P:ip’ = p erfiillt,

und die Umrechnung in einander zeigt.

Den Kategorientheoretiker wird iiberraschen, dass dieses Produkt — anders als
gewohnt — gleichungsdefiniert ist.

Direkte Summe: Es seien wieder zwei Kategorieobjekte gegeben. Dann wird
jedes in diesen startende Paar ¢,k von Relationen mit gemeinsamem Ziel eine
direkte Summe genannt, falls

=T rrl=T (bt WrSr=1" ikl=

Syntax beabsichtigte Interpretation
X+Y
DirSum x y X+Y
Iotar. %'y t: X —-X+Y g I
Kappa x ¥y K:Y —=X+Y P'e y

Die hiermit ausgedriickte Variantenbildung kam in der Programmiersprachen-
entwicklung nur sehr spirlich vor. Sie kann nahezu dual zum Produkt genutzt
werden. Wieder ist die Zuordnung einer Semantik nur bis auf Isomorphie ein-

deutig.
SR R e
R . €ZoECEREER A
g e - Mon /01000000000
aSpBboEaEEAA o
Tue [0 0010000000
4/10000000000 ;
«d{00000100000
©[o0100000000
= k=Thu|00000001000
6loooo1000000 :
s\ dibve o 56 Fril| 00000000100
Sat {0 0000000010
Sin \0.0 0..0:0.0,0..0.10.0 1
80—8:::1':-""%
B : COOCRZEREEES A
e g =83 Mon /00001 000000O0
=
¢oOoRSEEEEA A Tue [0 0000100000
4/10000000000
Wed|0ODOD0OD0010000
. "vlo1000000000 ;
i= K=Tm|00000001000
oloo100000000 ;
et da s e Fi| 00000000100
Sat |0 0000000010
Sin \00O0O0O0O0OO0OO0O0OO01

Auch hier sind zwei Paare von Injektionen gezeigt. Aus dem damit gegebenen
syntaktischem Material kann der Ubergang zwischen ihnen gebaut werden:

Pi=af U gk erfiillt tiP=¢ und k:P=k.
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Direkte Potenz: Es sei diesmal nur ein Kategoricobjekt X gegeben. Dann wird
Jjede dort startende Relation € eine direkte Potenz genannt, die folgendes erfiillt:

syq(e,e) C T, (genaugenommen syq (e,<) = 1)
syq (s, R) ist surjektiv fiir jede Relation R mit Quelle X
Syntax beabsichtigte Interpretation T
DirPow x P(X) ” itk
Member x e: X — P(X) e syq (&,R)
Repsald &
*y
) <
—~— ey ol lDG Ay gy S ey
el OO0 L SR RC D SHEH GO g S
ARG 2R X A B>E Eei X3 CC€CECECEEO €O € €<
N M S St St Sy e S St \md Ao N e A g Nl A Ry Ao i oy Ay Nt N sy R AP A ) )
0101010101 010101 11110101010100
001100110011 0011 01110010100100
0000111100001 111 11101110000010
00000000|11111111 1::10:11 00040111 :0- 120

Wieder sind zwei denkbare Enthaltenseinsrelationen ¢, ¢’ gezeigt. Aus dem somit

angebotenen syntaktischen Material kann aber der Ubergang hergestellt werden:
!

P :=syq(e,&’) erfillt esyq(e,e’)=¢.
Zuvor war das Produkt — anders als in der iiblichen kategoriellen Charakteri-
sierung — gleichungsdefiniert; jetzt stellen wir fest, dass die Charakterisierung
der Potenzmenge entsprechend nicht mehr 2. Stufe, sondern nur noch 1. Stufe
ist — allerdings quantifizierend iiber Relationen.

3.2 Interpretation der Sprache

Normalerweise gibt man die Trigermengen einer Interpretation eindeutig an;
hier aber offenbar nicht. Wir erinnern kurz an den Ubergang von der Syntax zur
Semantik bei der Prédikatenlogik. Gestartet wird mit der Gegeniiberstellung

ein Element K fiir K
eine Wertetafel o fiir ¢
eine Teilmenge py fiir p

K Konstante
Zeichen ¢ Funktion
p Priadikat

Interpretation 7
in Trdgermenge

Aus den Zeichen und zusétzlichen Variablen V' bildet man Terme und Formeln
T=V|K|eT) F=p(T)|-F|VV:F.
Bei gegebener Variablenbelegung v : z +— v(z) interpretiert man Terme
v*(z) := v(z) v*(k) := kr v*(p(t)) = pr(v*(t))

und Formeln

e o {00,8)
oo r o{V}
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1. p(t) <= v*(t) Spr1, =i —F = #[’UF,
E;,Vz:F & Firalle s git Fro,. ., F.

Bei den neuen Konstrukten sind bereitzustellen

Trigermengen fiir und Wertetafeln fiir
—DirPro-x.y — Pivs xiy,« Rho v %y
— DirSum x y — Iota x y, Kappa x Yy
— DirPow x — Member x

Man entscheidet sich einfach fiir eine der obigen mehr oder weniger naheliegen-
den Moglichkeiten als Triigermenge fiir DirPro, DirSum, DirPow. Deren uni-
verselle Konstruktion macht es ., bis auf Isomorphie“ und damit hinreichend
eindeutig.

3.3 Dependent types

Nun konstruieren wir auch dependent types: Quotientenbildung, Extrusion und
— bisher unbekannt — eine Permutation des Ziels. Mit Quotientenbildung, wie
auch durch Extrusion, gelangt man meist zu einer oft sehr erwiinschten Pro-
blemverkleinerung. Extrusion wird i.a. nicht als separates Konstrukt aufgefasst,
weil man Teilmengen stets zusammen mit ihrer Obermenge sieht. Fiir eine Pro-
blemverkleinerung muss man aber die umfassende Menge wirklich ,loswerden®.

Extrusion: Es sei ein Kategorieobjekt gegeben und darin eine nichtleere Teil-
menge oder auch eine partielle Identitétsrelation 6. Dann wird jede Rela-
tion ¢ dorthin eine natiirliche Extrusion genannt, falls sie folgendes erfiillt:

= 5, Gt =1

Syntax beabsichtigte Interpretation

Extrude delta O 5

Inject delta L XE
Wir sehen zunichst, dass wir dafiir noch keine Standardnotation haben. Extru-
sion ist vor allem dann wichtig, wenn man unter etwa 216 Teilmengen miihsam
vielleicht 27 anhand einer speziellen Eigenschaft heraus gefiltert hat, und nur

noch diese behandeln will; d.h. ohne jeden Bezug auf die vielen anderen. Es geht
um ,,Converting a subset to a first class citizen®.

Man wundere sich nicht, dass ,nichtleer® gefordert wird. Mancher Kategoriker
wiirde sich entschlieBen, diese Zusatzforderung fallen zu lassen. Aber: Dieser Fall
muss bei jeder praktischen Anwendung ohnehin abgepriift werden; warum dann
nicht gleich eingangs, bevor man weiteres damit anstellt.

Das Beispiel zeigt zwei Extrusionen der Nicht-Bilder im Skatspiel. Man sieht,
dass beidesmal genau Bube, Dame, Kénig nicht als Bild auftreten.

159 =
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<XAMS oo~ <XAMS oo~ iiigl
A—- 10000000 vV, 00000010 V,,00010
10-/00001000 W[1 0000000 W([{10000
9100000100 X|00000O0O01 X|00001
8100000010 Y|L00001000 Y|{01000
7—-\00000O0O01 Z\000O0O100O0 Z\00100

Mit dem syntaktischen Material der beiden angebotenen Losungen bilden wir
die Permutation P :=//:."; sie zeigt den Ubergang

=
Pha=ilalp=nld =i =1

Wenn zwei syntaktisch unterschiedliche delta vorliegen, bei denen sich spiter
gleiche Interpretation herausstellen sollte, sind diese Extrusionen zunéchst ein-
mal als verschieden anzusehen.

Quotientenbildung: Es sei ein Kategoricobjekt gegeben und darauf eine

Aquivalenz =. Dann wird jede dort startende Relation 7 eine natiirliche
Projektion genannt, falls sie folgendes erfiillt:

Nifre—n=s ntn =1

Syntax beabsichtigte Interpretation
QuotMod xi X/= & X
Project xi n: X —X/Z @XT’ =
= EEgw
o o P 1) e SNy E‘RE‘E ué':
Jan /111000000001 Jan 41 000\ Jan /OO 10
Febh{1 11000000001 Feb[1 000 Feb {0010
Mar|1 11000000001 Mar|{1 00O0O| Mar{0O 010
Apr|000110000000| Apr/|0100]| Apr{000 1
May|0OOO110000000 May |01 00| May|OO0OO 1
Jm|000001110000 Jun|0010| Jun[{1 000
JuuJ|]0OOOO0O1110000 Juf0010 Juu[1 000
Aug{0 00001110000 Aug| 001 0| Aug(1 000
Sep|000000001110 Sep| 0001 Sep| 0100
Oct|]000000001110 Oct| 0001 Oct|0 100
Nov{0OOOOOOO1110 Novi0O0OO1) Nov{i0O100
Dec\111 000000001 Dec \1 0 0 0/ Dec \O O 10

Angegeben ist eine Aquivalenz = und dafiir zwei Projektionen 7,7’. Wie schon
bisher liefert das mit den beiden Versionen vorgelegte syntaktische Material so-
fort die Méglichkeit, P := n":n’ zu definieren, das n: P = n’ erfiillt.

Ziel-Permutation: Es sei eine bijektive Abbildung ¢ gegeben (und damit
moglicherweise zwei Kategorieobjekte). Unter Einbeziehung der Anordnung der
Quelle wird jene eindeutig bestimmte Relation P die Zielpermutation ge-
nannt, die die Relation als partielle Diagonale erscheinen la8t.
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= < < = o g
g 85 = = < = < <
SEZg S &858 § 4EE
o B = [5) = S : 3] =
LESd & £S48 30 ESAa0
1,01000 1,10000 US ,01 000
210000 201000 French {1 0 0 0 0
3100010 3100100 German | 0 0 0 0 1
4100001 4100010 British {0 0 1 0 O
5\00100 5\00001 Spanish \0O 0 0 1 0
¢ p: P &

Als Matrix — nicht jedoch als Relation — ist P die Transponierte von ¢. Von
der Quelle von ¢ geht nur die Anordnung ihrer Elemente ein.

Syntax beabsichtigte Interpretation
PermTgt phi X ——> Y  permutiert zur Diagonalen
ReArrTo phi @

Hierauf stiitzt sich der ganze Aufbau einer algebraischen Visualisierung in [BS07].

3.4 Interpretation der dependent types

Wie bisher stiitzen wir uns auf die Auswahl einer Moglichkeit und die univer-
selle Konstruktion bis auf Isomorphie. Wir wissen noch nicht, ob tatséchlich
— E  eine Aquivalenz,
—§  cine partielle Identitit, entsprechend einer Teilmenge,
— ¢ eine Bijektion ist.

Die Priifung auf syntaktische Korrektheit erfordert die Verwaltung von Beweis-
verpflichtungen, die erst nach einer Interpretation iiberpriift werden kénnen.
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