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Fehx Klein zum 25. April 1919, seinem siebzigsten Geburtstage. 
lfon Geh. Hofnd Prof. Jh. J? Pricke, B,.aullschll'eig. 

In seiner Fami1iengeschichte sc lu'e-i·bt Herr 
Justizrat A. Klein, Brude-r von Feli,?; Klein: 
"Mein Vater wal' ein kemiger West-fale, ein 
organisatorisches Talent, fleißig ·und oS'trCllg gcgen 
sich sel1bi>t. Meine Mutter steifte die Güte un-d 
Milde im Hause dar, sie besaB ausgeprägte päda
gogische und spekulativ-wissellsc11aft.liche Inter
essen." Da bewah-rheitet sich Zarathust.ra'S 
Spruch; "Ehe. so heiße ich den Wil1en zu Z\I-eien, 
das Eine zu schaffen, das mehl' ist.. als die es 
schufen." Vom Vater el'M,e Felix Klein sein 
großes organisatorisches Talent, seillcn Fleiß .. 
einen unermüdlichen Schaffen9drallig; der Mut

ter dankt er seiDe unvergleic11lichen pädagogi
schen Gaben, seine Sipekulativ-"'jsselllSchaftljlChen 
Interessen 'und nich!t zum letzten dic Güte seines 
Herzens.' 

Die vorliegenden Zeilen köuncn und wollen 
!lieht den weiter folgenden Einzelauisät.zen \'01'

greifen, in denen die reioben Ergebnisse yO'n 
Feli·x Kleins Lebensal'beit l)ach ihren verschie
denen. Richtungen hin ausrfÜhrlicher gewürdigt 
werden. Indern diese einleitenden, Zeilen sich 
nur bestreben, ein kürzeres GesamUbild der Per
sönlichkeit Kleins zu ent.we-rfen, mögen sie ein 
Triptychon zeichnen, dessen MiLte:stück fÜglich 
der Forscher Klein einnehmen mag. dessen 
Flü'ge1bilder aber dem Lehrer ur.cl d'em Organi
ator gewidmet sein mögen. 

WilJ man 'die SeJhöpfungen Klei?1s im Ge-biete 
der forschenden Mat,hemati.k voll würdigen, so 
muB man sich in die Zeiten ihrer Ellt~tehun~ 

zurückversetzen. \\'enn auch schon lan.g<sam die 
Saat ausgestreut wurde, die dann während d-er 
letzten J ahrzebnte eine st.arke 'Wand-lung nament
lich der Fuuktionentheori-e .im SiLme der Oantor
sehen Lehre zur Folge hatte, so "'aren es dodl 
in der J ul'cn.dzeit Fel·i.I; Kleins andere Pro:bleme 
und vor a:lem andere )[ethoden, d'ie 'das Interesse 
der :\fa thema tiker vornelunlioli in. Anspru{)h 
nahmen. Riem.a?11~ war aus reicher und noch 
mitten im Flusse befindlicher Entl\'icklung früh 
verstorben. Nur ersk· im GclJiete der FU'n:ktianen
theorie waren seine Grun,dauffas-SUllJgell von ihm 
seJobst schon etwas weitergehend entl,iekelt. Aber 
auch so wal' nur ein erster Schritt get.an. um 
eine neue Period,· flln1.-'tiollentheoretischer For
dhung eillzuleiten. \\Tenn auch viele an der 

FortJbildung der reichen Ideen-we~t Bieman?1s 
arbeiteten, so wurde doch Fel1:x Klein der eigent
liche Vollender R-ierna,nns in seinem HaUjJ)t
gebiete, der Funktionentheorie. Klel:n teilt mit 
Riemann die lobe 0'(1 ige geometri'sche Anschn u UI1Jg.. 

"01' allem auch die plJy.sikaJl-schen Interessen und 

die Fälhigkeit, IJJJ~'sj!kalis('he l'robleme 111W Mc
tlJO'den nutzbringend fÜl' mathematische Zwecke 
zu vel:werten. klein \nrrde, nac,hdcm er' .•im 
11e1'11.,-; I; 18ß!') sechzelwjähl'ig ,"om G~'mnasium 

seincl' Vaters-ta'dt Dii.ssel'dorf zur BO'oller Uni
l'el'si tä t gekom men "-;11', hel'ei ts zu Ostern 1866 
A'SSis-tent für Physil;:: <bei. PI1·icl.;er und hatte da
bei. zugleic1) den Vorteil, in Pliickers g€ometrische 
Forschungen frühzeitig die beste EinfÜhrung zu 
gewinnen. Bci seiner mit R1:eman?1s Eigenart so 
nahe \'erwandtcn Doppelseite ist es !denn ver
ständlich, daB spätcrhin. als Klein den Schöp
fungen Riemanns 'näher trn t.. jene glänzende 
Rei:he VOll UntersUe111lJ1gen aus der zweiten 
Hälft.e d.er siebziger Jilbl'e u,nd den ersten acht
ziger Jahr··cn ausgelöst wurde, die in der Arbeit 
.,Neue Bciträge zm Riemanuschen Funk'tionen
theorie" g·ipfelte. Es ist ge\\'iß kein scMechtcr 
Titel, "Scl1ül'er Riemaillns.. zu.heillelJ.um} bis 
zu einem gelWiss.cn Grade ist schließl ich' jeder ei 11 

SchÜ~er sciner Zeit. A<ber gleiclJ.woh1 is,t her
\'orzube:beo, daß die Riemanns-ehe Tra'\.lition ill 
Klei.-ns Hand zu einer n'cucn u.nd wirkuDf,"S'Vollen 
Disziplin wUl'de, die lange Zeit' einen Mitt.elpun~(t 

des mathematischen Interesses abgab. hbsJbesoll
dere ist der Begriff der .,autOD10rphen Funktion". 
abgesehen von >dem gleichberechtigten Anteile, 
der cinem fremdländischen }{athematikel'. zu
kommt, durchaus Kleins sel'bs·tändige6 Werk. 

Fügt sich Kte'in.. was die Gegenstiiulde seinel' 
Forschungen 'übrigens a ueh in seiner er-sten, rein 
geometrisdhen Periode angeht, .dem a11'gemeinen 
Stande der :ßfathematiJ: in' den 'secbziger und 
siebziger Jahren des \'origen J ahdlunderts ein, 
'So ist er doch ein. ganz :Neuer in deI' Met.hode 
·der Forschung, die seiner Eigenart entspricht. 
Diese Methode beruh't auf der genialen Fähig
kei t Kleins, die i nllBren Zus·ammenhänge :i,wischel\ 
den verschiedenen ll13·tJ1ematisch-en Disziplinen ZII 

erkennen und für die Zwecke -der weitergehendun 
Forschung fruchtbar zu g·estalten. Bs ist wohl 
namentlich \"on seiten der Arithmetiker vielfach 
der Grundsat:>: verfochten, die Methode solle 
sich in ihrer Art allemal genalli dem Gogenstandc 
anpassen, und es sei noch ein Zeichen der Un
reife, wenn die Entwicklung mit Überl'egungcll 
al'l.}eite, die ibl'el' Art Dach dem ~gen.s-tande 

fremd seien. Dies trifft gewiß in man'chen Fäl
len zu. So hat z. B. die l.dealtbeorie DecZehnds 
in rein arithJmetischem Gewan.de, das ihr Schöp" 
fe.r allein gelten ließ, gewiß ihre reifste Gestalt. 
Aber es wäre verfeMt, den fra.g'lichen Grun'dsatz 
zu einer allgemein vel'bind'lichen Norm mathe
mat.ischer Forschung zu maclJ.en. Gerade Klein.~ 

heste' Arbeiten' Liber elliptische ModulfunktiolJen 
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wil'ken hier überzeugend, Ich glaube, daß die 
meisten Mathematiker, die Kleins Arbeiten übel: 
·die Transformation si e'benten. Grades der ellip
ti ehen Funktiollen gelesen hahen, von der Schön
heit dieser EntwioklU!IJgen ero-riffen worden sind. 
j<~s hat ja freilich auch Kritiker ,gegeben, die ih!' 
l;rteil in die Aussage zusamm{mfaßten: "Di 
llcsoh'ente siebenten Grados hatt auch chon 
Flennite," Aber He1'1nite hat nioht die Kurve 
,"icrtC'll Grades mit 168 Kol'lineationen in sich, die 
IOe1'ns eigell.e Entdeckung war. Er hat '"01' 

allem nicht das wunderbare Zusammenspiel der 
,-\rithmetik der Modulgruppe mit der geometl'i
$C11e11 Invariantenthcorie im teroäreIl Gebiete, mit 
dei' genialen Handhabung der Riemannschen Flä
chen zur Gewinnung der Resolventen. Fast mühe
Jos kamen da d,ieErgebnisse zustande, diefrÜhernur 
d'ul:ch umst.änd'liche Rec.hnungen gewonne-n wer
den konnten. Jeder Zwcifel an der Ü,henagenden 
Kraft, dieser )\.(ethode mußte verSltummen, al: 
J{lein bald uachher seine endg'ült:ig'cn Hesultatc 
i'd}el' die TrlUlsfomlation eliten Grades ,01'

legte. Damit ,ergleiche man cli.c innlitten ge
scheiterten Versueh-e H e·rm.ites, die Reso lrl'ente 
elften Grades zu gewinnen, 

Ein besonders schönes Beispiel fitr Kleins 
Forsehun'gsmethode liefert auch die gerad inig'c 
projekti\'-g('omctrische Gestalt des den Modul
funktionen hll.grunde liegenden Dreiecksnetzes. 
Tn dieser Figur stellt.c Klein eine innige Bezie
lUlIJ<g' zwischen der projektiven Geometrie und der 
aritJlmctischen Theoric der ganzzahlig<m binären 
quadratischen Forme·n her, Geg~nständc, we1c.hc 
ZI\·ci. Disziplinen angehöTen, die man al'S zwei 
Gegenpole der Ma'tbemat.ik ansehen mö ·Mc. In
teressant ist auch, daß Klein, als Cl' im Wintcr 
1869/70 durch Slolz wel'st ,on der ni 'hteukli
disehen Geomctrie bör1:.c, sofort deren Bezielllll1g
zur Cayley'Schen Maßgeometrie erkannte. Diesel' Er
kenntnis danken wir jene beiden bahnbrechenden 
Aroeiten Kleins Übel' nichteuklidische Geometrie 
;lUS dem Anfange der siC'bzi·g.cr .Jahre. Auch die 
bekannte ProgrammsC'hl'ift "Vergleichende Be
trachtungen über neuerc g-eometrische Forsehun
~en", mit der Klein seine Erlanger Professul' 
antrat, steht ganz auf d-em Boden seiner Metibode .. 
insofern hi€r -die versc;hiedenen Riehtu ngen geo
metrischer Fors"CllunJgen auf Grund dnes einheit
lichen gruppentheoret-isehen Prinzips miteinander' 
in Beziehu,ng gesetzt werden. 

Mit R"eht siO'ht man als die höc.hste Höhe, zu 
leI' Khi-n in seine!' funktionentheoretischen Pe
riod~ gelangt ist.. die Entdeokung j~nel' Sä~-e an, 
die er selbst "Fundanlent.altheoreme" na'nn t.e, u n,d 
die heut-e "Uniformisierung'-'ät.ze" he.ißen.. Man 
kennt die Überra"chcnde Entwi'eklllJlIg, welehe die 
Theorie d€r eTliptiJsehen Funktionen dur0h Abel 
llnd Jacob'i geuommen hat. Legendl'e betrachtete 
die ellipÜschen Iuteg.rale in ihrer Abhä.ngigkeit 
YOll der Integration<1variable-n. ludern Abel und 
-Tacobi a]]e Größcn des hier vorl i,e~ll'den Syslems 
zllsammenhänogender VaJ'iabl.cn in ihrer Abhän

gigkeit \o~ Integral el'ster Gattung untel'suchten, 
gelan'g1:en sie zu "eindeutigen" Fun'ktionen; si-e 
hatten die "ll'lifOl'misiere'nde" Va.riable {Lit' das 
Sy tam <lic-cr Fu n·ktion-en er'kanh t. 1m Si nO<' 
der Riemann ehen T'heorie 'bc-zieht ~ ich cl i'Ü'SC' 
Entdeckung auf die algebraischen GcbilleJ de') 
Geschlechte 1. Klein i t der Entdeoker der \"er
schieden-en Gattungen uniformisieren·der Va
riablen fÜr algeb-rai I e Gebilde eines belic:bigen 
GeschLechtes geworden; die i t eine der g-rÖßt"ll 
Leistu nge·n, die mit ci nCJ11 J\alllell. \'clibwldptl 
bleiben wir·d. Es mußte aUel'dings erat, noclL in 
Vierteljaluhulldert hingehen, bis alle \"011 J.:lein 
aufgestellten Theoreme eimn,lrf freie Bcweisf' 
fanden. Die Beweisme~hode'!1 aus dem Anfall/-'-' 
der achtziger Jahre des vorigen Jahrhundal't-' 
\\'aren noch unzureichend. EI'St von 1907 a,b gt'

lang es P. Ko !.Je, die Kleinsehen Theoreme n:1(']) 
tln"cl nach alle trenO' zu beweisen. 

Es in-cl hiermit ü'brig- ns nur erst die wieh
t.igsten Gebiete der Forsch,ungen Kleins namhaH 
gemacht. 'Wie man au- der unten folgenden List<' 
der Veröffentlichu'!1g'en Kleins ent.nehmen woHe. 
ging der fun'ktionent-heoll:eti-schel Perio"de eine
durch vielseitige Erfolge gekrönte Zeit geo
metrischer Forschungen \·oraus. Hieran schlossen 
sich die al'g'ebraischen /ubejten Über die AlIf
lösu ng der allgemei neu Gleich u nog fÜnften Gra.<k<; 
in dem O'eometri hen Gewl1ude der Ikosaede:l'
theorie. Anderer ci et'l n mit dem Ende drl
achtziger Jahr<8 die ~ntcr IIChllll'gen i~ber hypcl'
rlliptiseho u'Il·d Ab 'he Funktionen r.i n. Wei!..er 
tritt in den neun-ziger .Jahren da Intere, sc- fÜr 
di.e Anw ndungen den 1ichcI' hervor; wir \'er
danken dieser Periode in~b~udere das 'bekannte 
Wel'k von [{leYIL 11 nd OJn7ll erfeld ü1ber 'den 
KTeisel. Inz\\' i ehen war clie Zei t gekommen, wo 
dm'c'h die au gec1 hnte organi at.ori~che Täti;t
keit Kleins dia mathematische Produktion mehl
L:nd mehl' in den Hintergrund gedrän'gt wur-d ' 
Daß a-bcr dic rÜah -der Prodllktioll noch ke.ineo
wegs c;rschöpft \ ar, hat in deli anerletzten Jahren 
eins erfolgreich Eingreif.eu Kleins in die Ent
wicklungen von Einste·in und Hilbert Über dito 
Grundlagen der Physik und .insbesondere Üb"I' 
die Gra\'ita ionstheorie geleigt. 

Die ftkademische Lehrtätigkei t Klein, began n 
im Anfang des Jahres 1.871 mit seiner Habilit'l
tion in Göttingen. Hierher wal' Klein bereit" 
1869 gekommen, als ihm nach Plückers Todl' 
(1868) die Aufga·be erwuchs, den liniengeometri
schen Nachlaß Plückers herau9Zugebeu, emd el' 
Jieserha~b die Beziehung zu Clebsch in Göttin.g·elJ 
anknÜpft.e. Übrigens ist bemerken wert, darr 
Klein während s-einer Göttinger Dozentur vor
nehmlich physikalische' Vorl ungeu g-eha1tep hat_ 
Erst durch die sehneUe Entw.ieklnug seiner amt
lichen Laufbahn wurde r endgültig für die 119
thema tik gewon nen. Sehr wesentljeh fÜr die
Weiterentwicklung wur,de in Göttingen die engE" 
wissE'nschaftliehe Bezie·hull'g. die sich! zwischel1 
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Kleill und CJle.bsch sowie dessen Schülern ent
spann. Auch die Bert:iehung zu Lie, die bcreits 
'riihC'T angeknüpft wal', ,blieb von nachhaltjger 

Einwirkung. 

I' 

'iach kurzer Doz8ntenzeit wurde Klein,da
mals 24-jährig, im Her,bste 1872 als ordentlicher 
J:lrofessor nach Erlangen berufen, wo er eine 
äußerst geringe Studentenanzahl und &ebr unent
wickelte Verbältnisse antraf. A!ber das Bild 
sollte ahba:d ein ganz anderes werden. Im No
yemuer 1872 star'b Clebsch ganz Unel"i\Vurtct auf 
Jer Höbe seiner Wirksamkeit. In ihm verlor Klein 
seine damal,;; wichtigst,e wi'Ssensehaftliche Bezie
hung, auer zugleich erwuchsen ihm aus diesem 
Verluste die größten Aufgaben. Sein Ruf als 
Geomoter und als akademischer Lehrer war be
rcit·s so fest gegründet, daß ihm algbald der 
Schülerkreis von Clebsch nach Erlangen folgte 
und in ihm einen neuen :lJIittelpul1kt fand. 

Aber auch diese Tätig'keit soJiIte lllH wenige 
Jahre dauern. Bereits zu Ostern 1875 wurde 
Klein an die technische HocJischule nach Mün
chen 'berufen, wo er 'zusammen mit B·/·itl die Nach
folge H esses zu Übernehmen 'bat.te. li;s erwuchs 
hier die Doppelaufg!lJbe, neben den erfor·derJichell 
Vorlesungen für die Studierenden der tech.nischen 
Wissenschaften solche für Schulamt&kandidat.en 
zu halten, die, dem 1[ünchellar Brauche ent
sprechend, gleichfalls an der Hoc'hschule studier
tcn. Klein und Brill wurden dieser Aufgalbe 
durch Nelleinri-chtung des I,ehrplanes gerccht. 
Sie riclücten zunächst für die ] ngenieu re eine 
Ü'ber \"iel' Scmcster reichende VorlcBung Übel' 
,.nöhere :M athema tik" mi t zugehöl'i.gcn O:bnugen 
ein, die sie jedes Jahr wechselnrJ .begannon. Da
no-ben tra ten bBsoll-dere Vorlesungen fü r Sch nJ
:lmtsknndidaten. In letzterem Kreise fand Klein 
wieder eine größere Anzahl \on Spczialscbülern. 
Es war dic Zeit, wo neben die Geometric und 
.\.lgebra nun die Funktjonentheorie nls Klrins 
Forschnngsgebiet trat. Die Periode dcr cl1ip
tiscllen Modulfunktionen begann und cllt.wickeHe 
in dem ganzen um Kle'in gescharten SebÜlerkreisc 
ei nc lC'bhafte und erfolgreiche FoJ'seheri.ä ti'glei t. 

Herbst 1880 ging' Klein als Professor all die 
Universität Leipzig ü'ber, und nwar mit einem 
'lUsdrLicklichen Lebrauftrage fÜr Geometrie. 
Dieses Geuiet sollte für die Ausfuihlung eier 
Scbulamtskandidaten mehl' Zlll' Geltung -gebracht 
wer,deu. Klein ricbJtete einen \ierS('mestrig'en 
Vorlesungskurs ü'ber Geometrie ein, set.zte Ja nebcn 
aber seine funktionen theoretischen Spczialvor
lesuugcn fort. Die Zahl seiner Spezia !sehÜlcr 
wuchs ·beständig. Neben dell Deutschen funden 
auch begabte Ausländer den Weg zu ihm; sein 
Semi.nar war eine Stätte lebhaftE's'ter AJ'beit, die 
weitere Ausbildung der Theorie dOl' ellipiischen 
Modulfunktionen gab den Haupt..mit.t.e~pulJkt ab, 
Klein selbst war auf der Höhe sciner Unter
suchungen Über automorphe Funktionen an
gelangt. 

Als Klein zu Ostern 1886 sei ne Stellung i 11 

Leipzig mit der an der Universität a-öt.tingell 
tauschte, waren wohl in erster Linie Gesundheits
trücksichten maßgetblich. Daneben ka,m aber die 
Sehns'ucht nach jenem Orte hin'zu, wo Kle'in dje 
ersten frohen Jahre seiner akademischen Lehr
tätigkeit durchlebt hatte, "'0 er in lebhaftem 
wissenschaftlichen Austausche mit Clebsch unll 
seinen Schülern das GlJück -des Gebens und Emp
fangens in vollen Zügen kennen gelernt hatie. 
Seiner geliebt:cn Universität Göttingen ist Kle'i,n 
Jann trotz mehrfacher glänzender BeTufungen 
Über die J abrzehnte treu geblie<LeJJ. Vo;). hier 
ist jene umfa&Send-e WirksarnJwit ausgegangen .. 
aie 'Seinen N amen in deID! großen Kreise der 
preußischen Oberlehrer so hochgcael1t.et und be
liebt gemacht hat. 

Wenn man nun nach deI), Mitteln fragt, mit 
llenen Klein seine akademische Lehrt.ät.i~keit Zil 

einer fort'Ja ufenden Kette VOll Siegen machen 
konnte, so ist es in erster Linie die fessel11Cle 
l{raft seines Vortrags. Eine geuaue Dis-position 
Jer VorJesung im ganzen sicherte die er"5chöP'fendc 
Behandlung des Gegenstandes. Der Vortrag der 
einzelnen. Stun,de ist obne jedes l'ednerisehe Bei
wcrk von einer Sicherheit, KJarhei t und ·Sehön
heit, die vielleicht mancher bei mathematischen 
Lehrgegenständen nicht fÜr möglich halten 
möchte. Dabei hai: Klein sich in den Themen 
seiner V-orlesungen lll;lr sehr selten wiederholt. 
Wenn er aber Ztl einem schon einmal \behandelten 
Gegenstande zurückkehrte, so geschah dies meist 
unter ganz neuen Gesichtspunkten. Ein glüok
Hcher Umstand ist, daß Kle'in von seinen Vor
lesungen stets Ausarbeitungen anfertigen ließ. 
·Jie zum Teil autographisch vel"vielfäl't;.igt sind 
und auf diese Weise weiteren Kreisen zugänglieh 
wurden. Nc;bcn die VOJ'lesuug'StätigtkeiL tritt di 
t\..ugbildung der SpezialschüJer in den Sc.minarelJ 
und den Einzelbesprechungen. Hierin hat, was 
Jie Anregung- zur wissenschaftlichen ProduJÜion 
angeht, VOll Anfang an dBr SchJwcrpun1k't VOll 
Kleins Lehrtätigkeit gelegen. Die Gegenstände 
h&beo sich gewöhnlich an Kleins eigene Arbeiten 
angeschlossen, die ihn gerade zurzeit 'beschäf
tigten. In der ~päteren Göttiulger Zeit, seit 
Klein dir Reclaktion des vierten Bandes der Enzy
klopädie Übernommen hatte, kamen namentlich 
die Einzrlgebi\'tc der Mechanik zur Ge.ltung. Von 
dcm Rl'ichtume und der VieJseit.igkeit seiner 
] Jeen und PTo'blemste}1ungen spendete Klein 
;eiuen Spt'zialschülern s'tets mit vollen Häooen. 
Auch mit den Frcun-den und gleichstrebenden 
Forschern stnht E lein von jeher in persönlichem 
Austausche der Ideen. Wenn z. B. Dedekind. 
aer Niedel'sachse, nie in seinem Leben eine Vor· 
lesun·g über sein Le'ben~werk, uie Idealtheorie. 
gehalten hat, wenn er in die tiefen seiner Dis
kl'iminanLenarbeitdureh das ..gesprochene': Wort 
wohl ka um jemanden ei ngefühl't hat, so offenbart 
sich uns Klein durchaus als Rheinläu'der. Sein 
Ell'men t ist der persönliche Ideena ustauseh durch 
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das Wort, sein Leben.·be.clÜdni' i·t der Untcr
richt und die Frende an de eu Gelingen. 

Die ersten Organisationsbe t.rebnngen Kleins 
bezogen sich auf die Entwickli.mg· des mathema
ti chen Universitätsuntel'l'ichte3. Hier waren ihm 
die technischen Hochschu'Jen, p8'liell diejenige 
in DarU13t.adt mit ihren Eimichtungcll fÜr dar
tel'lende Geometrie, und da'& Berliner Gewel'be

institut mit seineu Bibliothekseinrichtuug-en an
regend. Überhaupt wirkte <.lic straHerc Organi
"ntion des U nterricht3 an d n technischen lIoch
5chlllen vor'bildlich. Anfang Dezember 1872 hiclt 
Klein ill Erlangen eine Antrittsrede, in der er 
ein umfangreiches Pn)gramm flil: seine Lebrtätig
keit entwickelte. Üie Vorlesungen soJlten siclt 
in regelmäßige Elomental'l'orle ungen und Spe
zia.1vorlesungen, die zu sdb tiindigen Arbeiten 
anleiten sollten, spalten. Zu den Elementanor
lesungen rechnete Klein schon damals ·die dRr
steHende Geometrie, die zugleich mit Hbungen 
im Zeichnen ausgestattet werDen sollte. Naben 
die Spezialvorlesun.gen tritt entsprechend die 
seminaristische Au ·bilduog. Von der Forderung, 
daß die Lehrflmt ka'ndida~cn durch die Spezial
vorlesungeo lJi zu r Selbständigkeit' in' der Aus
führung eigener Untersuchungen g-efÜhrt werden 
sollten, ist Klein ührigeris I iitcrhi n zurückge
kommen. 

Der allge\\':llldt~,u .Mathematik trat Klein 
während seiner l'rofcssllr an der :i\Ulnchencr ter;h
nischen Hochschul· noch nicht -0 nabe, als man 
nach seiner s.päteTen Götting-cr Tätigkeit in {lieser 
Richtung vielleieht envurten soiHe. Er richtete 
ein Augenrner,k ollr eTst aLtf die darstellende 

Geometrie.. die graphisclLC Stiltik und die Kine
matik, dic er auch für den -ntel'ri ·Jlt dr'l' Lehr
amtskandidilten hemnzog. 

In den Greuzen der Erlanog-er und :i\H'tul'henC'r 
Pläne balten sich aueh die Lehrpläne und Neu
einrichtungen, .cJio Klein als PrOofes-sor der Geo
metrie Rn der Uni\'cr iWt J,eipzig schuf. Dank 
dem EutgegenkoJl1U1on d r siieh-isc.hen 1;l1te1'
richtsverwa !tung kon nte J( tein hier Die' Einrich
tungen ganz seinen Idcc'n entsprechend verwirk
lichen. Es wurden all'reichcnde und geeignete 
Räume zur Verfüo'un,g gestellt, in donen ~rodell
'sammlungen lind Zeichens.äle für darstellende 
Geometl'ie Platz fandeli. Für den S minar'betrie!b 
wurde durch A.nlage 'einer größeren Hanchbib-lio
thek, sowie durch Einrichtung voo Lese- und 
Arbriitszimmcl'll -g·esorgt. Späterhin \\'lll'de sogar 
ein b-esondel'l's rnstitut. Hil' das ReminRr einge
richtet. 

In den, e,rst.en Güttingel'. Jahren halten sich 
elle orgaulsatorischen Bestrebungen Kleins ]n 
denselben Grenzen wie .in Leipzig. EiDe nene 
Wendung ~'ber trat. mit dpm Jahle 1892 ein; e.twa 
seit diesem Jahre ·datiert die' große .Ent<wioklung, 
welche die GÖttinger Universität unter Kle·ins 
FUhl'ung in den LebreinriehtungeQ. llnd Lebr
plilnen fÜr :MathemllÜk und Physik gefunden hat. 

Es wal' als ein besonderes GlÜck anzuseben, daß 
Klein in dern Ministerialdirektor F. Althoff einen 
Mann fan{!, der nicbt nur vonst...s Verständnis 
fÜr seine organi atoriscben Ideen hatte, sondern 
der zugleich al eiLr Verwaltungs'beamtc.r aller
ersten Rauges die Kraft der DurchfÜhrung besaß, 
ja der sellhst ·immer wieder vor'\väl'ts trieb. 

'Wenn Ü:brigen nun wei terhin die g:äU\~ende 

Entwicklung vornehm'lich der ange.wan·dten Ma
thematik in Göttiugen auf Kl 'ins Initiative zu
rückgefÜhrt wird, so darf nicht Übersehen werdBn, 
daß Kle-in wie bisher auch fÜr die reine Mathe
mahk in Göttingen in wirksamster \\ eise Sorge 
trug. Um iu diesel' Hinsicht Ullr auf eine;; auf
ruerksam zu machen, so sei rbemel'kt, <laß die Ge
\\'innung' Hilberts für (}öttingen mit allen ihren 
wichti"en Folgen dem energischen Eintreteu 
Kleins fÜr Hilbert zu <clankpn i~t. 

Die organi atorische Tätig·keit Klei.ns er
st.reckte sich nun iUSlbesondere nach zwei Rich
tungen hin; sie 'betraf einmal die Am;gest.altung 
der Göttin,ger Universitätseinrichtuogen fÜr ange
wandte Mathematik, sodann die Organi\Sation des 
mathematischen nterrichte" in seinem gesamten 
Umfange. Alber es sind.cJies nur die Haupt:oweige 
sein r leitenDen und organisatorischen Täti<gikeit. 
Klein ist in seiner zwei ten Göttingel' Periode \'011 

einer geradezu staunenswerten Vielseitigkeit und 
Leis ungsfähigkeit. Die Neuorganisation der 
Göttinger Ges-elJschaft der W issenschafteu Aufang 
der ncunziger Jahre cutsprach scinen Ideeu; er 
war wesentlich 'beteiligl; am Zustandekommeu des 
Kartclls der -deutschen Akademien und der ent
,;preehendcll weiteren internationalen Vereini
g~ll1g. Klein ist VOll jeher die eigentliche Seele 
des .gl'o.ß n nternehmens der Enzyklopädie der 
Il1RLhematis 'hen vVis~ n..schaften, er nahm nach 
8cherings Tode die Herausgabe des Gaußsehen 
Nachlasses in seine erfahrene HanD, Auch hatte 
er schon seit 1902 an der Disposition des großen, 
\-on Hinneberg redigierten Monumentalwerkes 
"Kultur .der Gegenwart" mitgearbeitet und hat 
später (190) zusammen mit W. v. Dyck die 
Initiative ergriffen, daß die mathemat.isch-natur
wissenschaftlichen so~'ie die technischen Di,;zi
plinen neben den historisch-philolo!"ischen in die
sem Werke volI-e Berücksichtigung fanden. Eine 
längere Reihe von Jahren hindurch vertrat Klei.n 
iiberdies die Göttinger Universität im Preußischen 
Herrenhause. Und das alles ging einher neben 
seiner engeren ammiehen Tätigkei t und der Re
da'ktioncl,er math-ematischen Annalen in die Kle'in 
seit Clebsch' Tode ein~etreten war. 

Dio WirksamJ;:eit Klei.ns für elie Neuorgani
sation des matbematischen nterriehts machte 
sich zunächst an der ni\'ersität Göttingen selbst 
geltend. Der jeweilige Vorlesungsplan wUl·.de 
fortan in einer gemeinsamen Sitzu'ng der mathe
matischen,. physikalisohen und astronomischen 
Professoren uno Dozenten besprochen. Für ·die 
Studierenden wurdon R-atschlägQ und Erläut.e
ru ng-en herau gegeben, die sei thcr in zahlreichen, 
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immer neu bearbei teten Auflag8fn erschienen sind. 
Be; Jer Weiterentwicklung trat Klein sodann 

mathematisehen Unterricht an den auf Uni
versität !lnd technische Hochschule vorbel'eitenden 
höheren Schlden nahe. Im März 1894 'besuchte 
er zu seiner Instruktion eine Anzah'l höherer 
~chulen der Stadt Hannover. Im Jabre :189;:; 
hielt del' nengegrün,dete "Verein zur Fördel'll1Jg' 
des Unterrichtes in :Mathematik 111ld NatnrwissE'1J
schaftenl! anf Eiuladung Kleins seine Jahresyer
sammlung in Göttin.g-en ab, \"on ihm mit einer 
Festschrift. begl'Üßt. Die seit 1892 regelmäßig 
jedes zweite Jahr in Göttingen abgehaltenen 
naturwissenschaftlichen Ferienhusc für Ober
leh1'er umJaßten nach dem ursprÜnglichen Regie
J'ungsprogramm die :1IathematiJ,; nicbt mit. Klein 
!'0rgte r!afÜl', daß auch die ~Iathematik zur Gel
tung kam, und nahm sich aufs wirksamste dieser 
t!allZen segensreic:hC'j) .Einrichtung an. Im Jahre 
1900 vel'öffentlichte 7{lpin zusammen mit dem 
l'rofctic,ol' der Physik H. Bieclce 11llter dem Ti tel 
..Übel' angewandte :JIathematik und l'hysik in 
ihrer Bedeutung fÜr den t:"ntcnicht an den höhe
ren Schulen" clio im damaligen Obcrlehrel'kul'se 
gehaltenen VortJ'äge. Eine entsprechende Ver
(jHentJichung folgte 1904 unter dem Titc>l 
"Neue Beit.räge zur Frage des mathematischen 
und ph;ysikHlisch(>n T:ntenichts an <len höheren 
8(·hu1en". 

},'ach und nach ha tte die von. lClein. einge
leitete .A.gitation zur ::\euOl'ganii;ation des mathe
m'lti:;chen Unterrichts nn den llöheren Schulen 
'\;eilNe lUld weitel'e Kreise ergriffen. So konnte 
HJ04 zur fernere.n DurehfÜhrung der AJ'boiten und 
/l..nfstelJung \"on Refol'ill\"orschlägen von der Ge
ellschaft deutschel' Naturforscher un.d Ärzte eine 

besondere "UnterriC'htgkommission" eingesetzt 
"'.erden, an der Klein ~abhaft. mital1beitete. Im 
Jahre 1908 folgie die Bildung -der "Internatio
nalen mathematischen UnterrichtskommiS'Sion", 
deren Vorsit-z Klein ü'bel'l1ahm. In \"erhältnis
mäßig kurzer Zeit gelang es Klein, ein geradezu 
monumentales 'VC>l'k erstehen zu lassen, nämlich 
die "A'bhandlungen ülber den mathematischen Un
terricht in Deutsch~aud, veranlaßt durch die in
ernationale mathematische Uuterricbtskoll1mis
ion". Bei der Herausgabe dieses We1'kes, das 
it einigen J flhren vol1endet yorliegt, !>tand Klein 

ein ganzer Sta~b ben'orragender Mila rbei tel' zur 
Seite. Das Werk wnr eigentlich auf fünf Bände 
't'eranscblagt, doch füllen die AbhandJuu,gen 
neun sta ttl iche Bände. Sie ibetreffen den matbe
matischen Unterricht nn allen Schulgattungen 
und Lehrinstitutell Deutschlands und werden fÜr 
lange hinaus die sichere Grundlage bei ,der Rp
handlung allcl' einschlägigen Fragen 'bilden. 

Ganz besonders glänzen(l und umfangreiC'h el'
cheinen die Erfolge, die Klein mit der Entwick

lung tmd Organisation der Göt.tinger In-stitute hut 
erzielen können. Die Stellung der angewandten 
Mathematik als eines mit der reinen :Mathematik 

leichberechtigten Faches und die Einrichtung 

rler C'rforderJiahen LehTinstitutc zuuächst f,Ül' 
GöLtingen sind wesentlich Kleins Werk. Wie e1' 
dem A usei uanderklaffender Uniyel'sitätsmathe
matik und der :Mat,hemat.ik an den höhe
ren Scl1Uleu kräftig entgegenarbeitete, so 
wo]]te er auch die "angowandte Mathe
matiki<, die in der darstellenden Geomet.rie. 
der Geodäsie und der technischen :.\Iechanik ihren 
eigentlichen Sitz an der technischen Hochschule 
bat, niit der bisherigen UniversitätsllJathematik 
ycreint wissen. Ratte Klein doch sogar eiulUR h 

C'ine Denkschrift übel' die Vereini,g-lll1g' dC'r tec]l
nisc!IC'll Hochschule in Hanno\'el' mit der Uni
\'ersität Göttingen ausge::n·be'itet. Vor'bildlieh und 
anregend in dieser Hinsicht waren fÜr Klein die 
:l merikanischen Verhältnisse, die er bei wieder
holten Heisen nach den Vereinigten Staaten yon 
-:\ordamerika kennen gelcl'l1t hatte. Indessen sind 
hei uns in DeutsC'hland die technischen Hoch
i'ehll1en "iel zn weit entwickelt lind "iel zu sehr
"I" solbsti1ndigc Lehrinstitnte ehC'nuLil'tie' neben 
die lTIJi\-crsibtcll getreten, als (laß sie noch jetzt 
'11s ,.tC'obnisC'he Fakult.äten" rlen rniH'rsitiiten an
gegliedert ,yen]en kön u ten, 

. Bei dieser Sachlage Will' es Kleins Ziel, bo
~ondeTe Lebr- und FOl'Sl.'h\lng'sinstitute {Lil' ::tuge'
wandte Ma thematik und Pby3ik in GöttingeJ] zu 
chaffen. E'S wurden 'Eiul'iehtungell fÜr den 

rnterricht in der Geodäsie ,getroffen, eS entstanrl 
ein ma~hjnel).tec:hnisches:InstitutfÜr aJlf?;OInmdte 
Mechanik. ein Institut für angewandtc Ekl\trizi
tätsJ.cbre, in dem die Elektrotechnik in die Uni
\'ersität einzog. Es entwickelte sich Überhaupr 
eine Zeit reicher InstitutsgrÜndungen uud -er
neuerungen für Göttingen. Klein hatte in 
Amerika .die glänzeJlden Erg'e:buisse der Opfer
,,,in ilg'kei t des Priya lkapi tals fÜr wissenschaft
liche Zwecke ,keunen und schätzen gelernt. Klein" 
Initiative ist es wesClülicb. zu daIl'ken, daß wir il1 
der "Götti nger Vol'ei nigung" seit 1897 in 
Deutschland eine GrÜndung 'besitzen. in der sich 
die Spitzen unserer Industrie, mi t H ochschul
lehrern zusammengefunden. haben, um mit den 
reichsten Mitteln den Unterricht und di-e For
schung in der angewandten. Mathematik und 
l'hysik zu fördem. Schon auf mehr als 2-0 Jahre 
einer segensreichen Tätigkeit 'b1iokt die.,Göttin
gor Vereinigung" unter der Führung Böttill'I). 

gß1'S und KZfn:lls :mrück. Ihr neuester Plan i.st ein 
llmfassen.cJol' Neubau eines mathemati.schen In
sti tu ts, der 'berei ts letzten Sommer völ1ig {Je

sichertel'schien, und dessen Ausführung durch 
die Ungullst der Gegenwart hoffentlich nicht zn 
lange ztlrückg-rhalten wirr!. 

Wer das JJ1atheJl1a~ische Göttingen der acht
ziger Jahre des vorigen.' J ahrbunderts ge
kannt hat. und m.it d.em von heute ver
gleicht, wird erstaunen übel' die Summe er
folgreicher Schöpferil1'beit, die hier get.an ist, 
wird ermessen, in welchem Maße die Universität 
ihrem Fel-ix Kle'in zu Danke verpfTichtet ist. Er 
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ist es gewesen, der die große Tradition von Gauß, 
die Mathematik ü'berall -da, wo sie hingehört, zu 
Geltung und Wirksamkeit zu bringen, erkannt 
hat, der es vermocht hat, seine Ideen in den yer
7.weigten Verhältnissen der Gegenwart zu lebendi
)!.·er Wirklichkeit auszugestal ten. 

Felix Klein als junger Doktor. 
rOll, Geh. Reg.-Ral Prof. Dr. phil. DI'.-ing. A. Yoß. 

J1[·iinchen. 
An der Universität Göttingen hatt,en llaehein

alIeleI' von 1807-1866 die drei großen Mathe
IJlatiker C. F. Gauß, P. G. Lejeune-D'i,r'ichlet und 
B. Rie'mann gewirkt. Der erste widmete sich 
freilich, durch seine eigeuen Untersuchungen und 
den wis"enschnft.lichen V~rJ;:p.hr mit. seilIen 
Freunden, wic' z. B. F. Bessel uud H. C. SCh11

"laChCT, ·beschiift.igt, nur selten dem eigentlichen 
Unterricht yon SchÜlern. Als aber Dh'ichlei 
1 55 an seine Stelle trat, begann Cl' sogleich aus 
:::einem eigenst n Arbei tsgebiet mit den epochC'
machenden Vorträgen übel' Zahlentheorie und 
T'otentialtheol'ie in Ver·bindung mit der Lehr€ \'00 

dOll partiellen Differentialgleichungen, und Rl:e
mann setzte seit 1859 nicht allein diese V6r
lesungen aus der ma t.hema tischen Phy·sik fort. 
sondern legte schon 1861/62 bci der Behandlung 
der elliptischen Funktionen eiue .neuen Gedan
ken übel' die Theorie der Funktionen einer kom
plexen Vari.abelen, d.en Zusammenhang der 
Fliichen \lnd das AbcIsche Theorem zugrunde. 

Ein.en großen Verlust abcr erlitt. die Uni\'ersität 
~ehon bald darauf durch Riemanns schwcre Er
krankung, welche ihn nötigte, scinen Aufent..halt 
im SÜden zu nc'hmcn, und einen frtihzcitigell 
Tod 1866.. um so llleh 1', als seine Stelle yorderhand 
J;eine Besetznng fand. 

An mathematischen Dozenten fehlte es freilich 
il1 Götting-en auch j tzt nicht. Hofrat Ulriclt, 
~tälldiger Examinator für das Lehramt in dN 
.'lrathematik und Ph;ysik, yertrat. neben der "prak
tischen Geometrie" und Mechanik auch die Ana
l.'sis und Gcometrie nach den iilteren Methoden. 
.\uch M. A. Stern, ausgezeichn-et c1l1l'eh dic Klar
heit se-iner Vortriige, deren sieh noch manche 
~einer SchU~er dankbar erinnern werden. ging 
doch nur selten Über die Zeit von J . .8. FOlll'ie1 
!inan. R. ch(,1'ing, mit der Herausgab von 

Gauß' Werken im Auftrage der Göttinger Gesell
<;dlnft dei' Wissenschaften beschäftigt, fand fÜr 
Vorlesungen nur wenig Zeit Übrig. A. Ennepel', 
"on vielseitigen Kenntniss n in der neuern fran
ZG i ehen und italienischen IJiteratur, die ('I' mit 
großer SOj'oofalt in seinen VOl'le'ungen zu \,('1'

\\'enden _HIßte, gelanO' es trotzdem nur, eine kleine 
l.ah1 von nÜl'ern an sich zu f .. eIn. Der Physiker 
./. B. Listing belJandelte zwar gelegentlidil im 
mathemat.ischen Seminar seine Untersuchungen 
i'lber den ,Census räumlicher Kompl xc" und 
Fragcn aus der Optik, aber da. ÜberI11~ß s ine!" 
geistreichen Terminologie \\nl' nicht immer ge
(':gnct, wirkliche Einsich zn fördern. Da auch 

die Tätigkeit der Privatdozf'nten an diesen allge
meincn Zuständen nichts \\psentliches ändern 
konnte, fehlte es trotz der großc!l1 Zahl der Lehrer 
i1n einer Persönlichkeit, ,,'elche die Stndi€renden 
in soJehe Idcen eingefÜhrt hätte, von denen da
ma:s die \\ issenschaft erfÜllt wal'. 

Dils änderte sich nun mi t ei nem Schlage, a]" 
zum \\ inter 1. 68 A. Glebsch von Gießen nach 
Göttingell berufen wurde. Die schöne Form seines 
Vortrages, die FTBude, die dieser ullyergleiehliche 
Lehrer selbst zu mpfinden schien, wenn er die 
Gedanken, die ihn und seine wissenschaftlichen 
Freunde, wie A. Cayley, C. J orda.'J1.., L. C·remonl.t 
gerade in jener Zeit lebhaft beschäftigten, "01' 

scinen Hörern entwickelte, die Eleganz, mit der 
Cl' in dieser ersten in Göttingen gehaltenen Vor
lesung Über Geometrie des Raumes are neuern 
Hilfsmittel, von den homogenen Koordinaten und 
dem Prinzip der Dualität bis zur Theorie der Ab
biIaung der algebraischen Flächen in Verbindnng 
llli.t dem .Abelsehen Theorem, und endlich die 
.Neue Geometrie des Raumes von J. Pliicker be
handelte, mußten seine SchÜler in eine ganz neue 
We:t einfÜhren, in die lebhafteste Verbindung 
mit der Gegenwart ,'ersetzen und zum Studium 
ihrer Literatur anrege·n. 

Unter diesen befand sich auch der damals 
noch nicht zwanzigjährige Felix Klein aus Dü~
seldorf. Mit Staunen "ernahm man, daß dif'sel' 
junge :Mann.. dessen liebenswÜrdige Persönlichkeit 
Ü.ber d·ie Jahre hinaus gereift und originell er
schien, in der Vorlcsung von Clebsch als Autori
tät in die Cl' :Nenen Geometrie des Raumes be
zeichnet wl1l'de, mit der Plücke1' in seinen letzten 
Leben jahren di Wis n chaft bereichert hatte, 

Pliicker \\'ar e ja, d r das Prinzip der Dnali
tät, das V. Poneelei auf die Polaren theorie der 
Gebilde zweiter Ornung (Rber mit gleich'zeitiger 
Ausdeh.nung auf metrische Fragen) begründet 
hatte, während J. Gergonne in seinen Annalen 
(Band 15-1 ) e al ein philosophisches aus der 
Erfahrung ab trahiertes Axiom anznsehen geneigt 
\\'ar, durch eine Punkt- und Geradenkoord·inaten 
in der Ebene. rc"p ktive der Punkt- und Ebenen
koord·inaten im !laum als ganz unabhängig von 
der Po\arentheorie durch die Lehre von der Inzi
denz erwie, und in der vöJligen Symmetrie des 
linearen Gebildcs in 'bezug auf die Pl'nkt" und 
Ebcllenkoordinaten x, y, z; u, 'V, w die Möglich
k it erkanntc, jede lediglich durch Doppeh'er
llältnisse charakterisierte Inzidenz in doppeltem 
Si nne nach dem :ßluster der "Colon nes donbles'" 
"on Gergonne zu deut.en. 

Abe( schon 18(;-1, im System der Geometrie 
deo Raumes, DÜsseldod 1846. § 258, machte er 
die denkwÜrdige Bemerkung, daß im Raume 
neben PunJ;t nnd Ebene die Gerade e:n in sich 
selbst duales Gehilde ci, da zu seiner an lvti
schen Darstellullg viel' voneinander unabhängige 
Koordinaten erfordere, womit sich zugle:"h die 
anal,vtisc:he Behandlung von R.äumen noch höhe
rer Dimension eeöffnete. Erst nach fast zwanzig 
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.J 'Ihren kam er. iuzlVischen durch physikali6chc 
:\rbci ten besl:häftigt, auf diesen Gedanken zurück 
lind vel"öHentlichte in den Proceedings der1>1:athe
ll1atical Society of London und den Pllilosophical 
Transactions of TJondon von 1865 und 66 ·in zwei 
.. Fragmenten" seille nClleu Ideen Übcr die Kom
plexe, KOllgnlCll7.Cn lIlle! Gcradenkonfiguralionen, 
,.to show theil' importance, greater perhaps than 
it appears at fil'st sight". Im Jahre 186,) hattc 
Pliicker dCI1 damals kanm sechzehnjährigcn Feli:r 
l\lein zum t\ssi::.tenten fÜr seine Vorlesungen ge
wählt, und im fortwährenden Verkehr mit die
,..('(11 entstand 111111 ein llInfangreiches "'crk. die 
..Ne'/le Geometrie des Rcwmes, gegründet auf die 
qeTade Linie cd., Ba,umele?/l.enf;", dessen erster Teil 
sldlOJl in derl Druckbogen fertiggestellt wal', ills 
J'liicker im l\Lli. 1868 starb. Glebsch in Gießen 
tihernahm die Herausgabe desselben UJld hob da
bC'i h6nor, daß F. Klein. der sich 'Gei6t 1lI1d 1'f,,
rlIode d~r lleuen Forschung zu eigen gemacht 
llabe, dami~ bcschiiftigt sei, den zweiten Toil dcs 
\\'erkcs \'on Pliir;k:er in dessen Sinne Zll ergänzen. 
.<>oweit os erforderlich sei. Kurz nach PlÜGker,~ 

erster Publi-kation \'on ]865 hatte der italicnische 
~\[at.hcmatikcr G. BU./.tc4,glini die Theorie dor durch 
eine, z\,'ei oder drei. algebraische Gleic.hnngclI 
ersten und zweiten Grades zwischen dell Koo:rdi
niltcn der Geraden dcfiniel't.en Gebilde mit et\\"lS 
mödeJ'l1eren HiHsmitteln behandelt, als sie dcm 
'Physiker Pl'iieJ..el' im Alter geeignet erscheinen 
mochten; auch WlH schon die Dissertation \'on 
.J. Lii'/'oih, der sich 1866 in Heidelberg' ha'bilitiert 
hatte, durch Cleb.~(·h angcregt, die namentlich da" 
durch die Anznhl der übera]] endlichen Abelschen 
Tntegrale gegebene Geschlecht einer RegeHHiche 
j,ei dieser nouen BegriHsbilduug bestimmte. 

Da erkannte nUll Klein sofort die Wicht?·gl.. e'it 
(1rJ r allgemein en lineCI..1'en Tra.nsformal ion (le r 
Lin'ienkolYrclinalen fÜr aHa mit ihnen ZlIsammen
}Iängendell Fragen. von der Ba.ttaglini k... inen Ge
bl'a1Joh gemacht' hatte, und die :JfögJichkeit, an 
Stelle der T'lLickersellen Koordi na tell Pik, z\\· i
srJ181l denen die Identitiit 

PI~ PM + 1)13 p~?, +PI~ jJ~3 = 0 
bcsteht, seine sechs l\:oordinaten 

x p x..2J X:h Xot' xä ' X6 
nls lineare -FI1Jlktionen der Pil, einzufÜhren. Z\\']

sl'hen del1<:'n die Jclentität 
X 1

2 + X2
2 + X3

2 + X'4,2 + X 5
2 + X6

2 = 0 
1.('steht, ulllI die' Theorie der Komplexe zweiten 
()rades mit Hilfe der kauoniseben Transformation 
dE'r allgemeinen Gleichung" z\yeiten Grades in 
hczug aUI das System dieser sechs F1l..1ldnrnental
Z'01llple:i:e Xi = 0 dal'zu.1egen. Dabei war von 
\\-CSf'ntJicher Bedeut,llJ1g' die neueste Al'beit von 
K. Weiersh'aß in den Monatsberichten der Ber
.liner Akademie YOIl i868, welche dem aJJgemeinen 
y crst-iindnis \\"ol~l: ma n<:he Schwie.l'igkei teru damal 
lJt'reiteu mochte, So .gelang es ihm, die kanoni
..;ehcn Formell aller Komplexe zwei ten Grades 
nach den Elcmen ta rteilern der cha rakteristisehen 
DcLermiuantc geol'dnet im WeierstntD,chen Sinne 
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zu ermitteln) und eine der bei seiner Promotion au 
der Universitiit Bonn am 12. Dezember 1868 yer
teidigten Thesen lautete, daß der yon Batfa.g7ini. 
fÜr allgeme.in gehaltene Komplex l\\'citeu Grade 
bereit.s in zweifachem Sinne spezialisiert sei . 

Dnrch eine scharfsinnige Kombinat.orik dl'r 
Fll1\ clumen talkomplexe uud ·ilner Lagenoeziehu JJ

gell untereinander erkann te er zug.1eieh dio berei ts 
yon Pliicker gefundene Singularitätenfläche (leE:' 
allgemeinen K o111plexes Z Ice'iien GI'odes fast ohne 
alle TI.cchnung', die als ir1 sieh selbst eIuilIes. Ge
bilde vierter Ordnung uud: l{la~se mit. seehze11n 
DoppelebeneIl lilld Doppel'Punkten schon 1864 in 
B. ]{ummers Arbeiten nufgetreten war llud nnn 
fortan als Eummersohe Fläcbc bezeichuec wurde. 

Es hätte fÜr 11:l€1·'f/. seIn nahe gelegen) in die, 
sem Sinne die PIÜckcrscben llIRuuskripte umzu
gestalter\. Aber mit der g-rößreli Pietät hat er diE' 
Methoden seines Lehrers in. der sehon im Somw('l" 
1869 erfolgten Herausgabc des Z\\'CitCll Teil~ dN 
,,2'\encn Geometrie" beibchnlten. i.iber d'it, er 
eigentlich schon weit hinnus "·ilr. 

Im Sommer 1869 Jllide er b... i Cleusch die 
Vorlesungen Über dio In\·nrinntell. der binärC'n 
Formen und Optik llal:h den 1in'tersuchungen 1'011 

Ca11chy in dessen Excrciees de ph;ysique ct de lllatbl'
matiques. l'nter den Teilnehmern an denselben 
hefand sich fluch M. Nölhe1', der sehon in GießeJl 
n~s SohÜJer von Clebsch den. Grund zu sei0011 
eig-cncn ausgezei('hueten aJg'ebraiscben linter

uohungen. gelegt batte. ßeide trnt.en \'on da nh 
in regen wissensehaitli('ben Verkehr. der alsbald 
zn E'inem lc'bhilften Bricfweclwcl fÜhrte, al, 
Niilhe'r wicdel' Göttingen ycrließ, um sieh zur 
Hahilitation in Heidelberg \·ol'zllbereiton. 'Welclw 
Fortschritte 'indes EZein schOll sehr bald im Ge
biet der Liniengeometrie gemacht hatle, geht 
nillllontlich aus seiner Arbeit "Zur Theorie der 
Komplexe ersten lInd z\yeitell Gracle~" benor, die 
ber... it~ im Jllni 1869 ·in den "Götti'nger Kaeh
1'.ichtf'n \'on rler k. GesellschaH dei' \Yissen
sehaften" f'rschien. Hier tritr zum enteil 1IaJc 
der Begriff der sim.ultnnen Invaria71te zu'eier 
linea1'en Komplexe, derell Versch"'inden die 1n
1'ol1dorische Lage derse~ben anzeigt. und dit' 
Beziehung- der nämlichen KlIInmerschen sinD'u
lä.·r(J1~ FlÜc7,e Z14 der 00 1 AnzahL 1'011. Komple~rel1 

zlceiten Grades ben'or, deren anab-ti,;{'.her Aus
druck in Analogie zu den 1,onfok>110n Systemen 
\'on Flächen zweiten Grack,' gebildet ist.) sowie 
del' Hinweis auf eine algebrilisch lösbare Glei
chung sech6ten Grades: e.in ers(er Schrit~ zu 
Kleins späteren bahnbreohenden 'Gntel'suclwngen 
ii'ber die Lösung algebl'aisoher GI'eichungen. ' 

Zum "Iinter 1809/70 ging Klein nach Bel'liu. 
wo er allch mit O. Stolz, dem spätereu Tnlls'brucker 
Professor, der ber·cits in Wien habilitiert war. zu
samment,raf, Abf'!: YOll noch gl'öl3erer Bedeutnng' 
wurde :fi'lr ihn die Bekanntschaft mit Sopln1s Lie 
aus l\:ristinnia, neidt~' gehÖrten als besonders 
tätige :?lei tglied!"l' dem yon E. l{lIInm er gelei t.eteJ1 
mathematischen Seminnre an. in dem fÜr dieses 

:-~s 
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Semestcr ,die Tlworie der Strahlensysteme als 
'rhema gestellt war. Außerdem hörte er bei L. 
]{,,.on.eclce',. Theorie der quadratischen FOl"ll1eIL und 
arbeitete sich in die Zahlelltheo.rie ein, di er 
selibst späte): clingebenc1 in Vorlesungen belwn
(leite. Aucl~ miJ K. Weierstraß kam er in Be
ziehung', docb k\ndeltc C' -,i.!J. h'i I' \'orwiegc,nd 
I\ffi algebrais be Fragen, über die er mit Nöther 

, korrespondi rte. 
Vou beson,derer Wichtigk it au~r ist es" daß cl' 

chon im Seminar bei 'Weie1'straß ein Referat 
iibe\: A. Cayleys proj. ktive Maßbestmunung. in 
'bezug auf ein "ab olutes" Gebilde zweLteill Grades 
von 1 :-9 hieLt, denn. h.iaran ImLipften sich bald 
. eine Üefen Gedanken über Ni ·hLe'U!ldidiscJz·e o.eo
'/I~et,,.'ie, 

Im {Erühjabr 1870 verließ Klein BeJ;JjI1, um 
'jll Paris mit' einem Freunde Lie ,hed r zu all1.
1l1eIl'6Utreffcm. A\; Fl'IJcbt ihr '[' g lUtl<inJ;ü JeB 

Berline'r {ltudiell wal' bereits die ArbeÜ "Büx une 
ccrtaine .famille d co'usbes ct de s lll'face. " ~lt.

standen, welche durch M. Qha:;le.s der Pari~cl' 

r~kad Illi ZUr \.ufnalJme, i)1. die OOLlJ1)~S B.endu 
t vorgelegt wurd. Erst 187Q/71 i tein T iJ de;; 

reichen l\:[atecial". da in der elben enthalteu ist, 
im Balld Ir Q r )[alhemat.ischcn. An~1al'll crschie

j .lien. 
Zugi'unde liegt dort ein damals' ga no?,: 11 l(e l' 

Gedanke, 'nä'Ollich die fntersuMun~ lall ~ gQO
"'lU) tcischel1! Gebilde A, diC) durch Tran'formatio
" n Q. T.iJ:t ich Üb rgehcl), bei don~n al'o alle Ge
, "bi[de B,' die mit 'A in ein I' durch die ,Transfor

lJla~ionen Tunzerstörbaren Beziehuoo" stehen, 
'rtdiese letv.tere. h t'äodig 'be'\vahl'cn. Dj se, l"uff.a.·· 

8QOg, d\e 'Lie piit I' in ih I). Il;{J'oßeu Ar~iten 

" fi,b r "koJ,ltilluierliclto . 'J'ratrfÖJ;LllatioJrgTLIPpe!l. 
Klei1)o' aber namentlich in bezug auf .disk,rete 

- 'Irai:tsfOl'mationtln \. rwaofldt wurd hieJ; zur 
'U!)'tersuqll'uog del'jenigen ".ebenen :K~~1"ven IV" 
\'bl;l;uutzt, we ehe durch oo~ lineaN, mitbin v /'
ta'uschbaTe T, cl i ein ,.o'eschloss~ne" System, 

. d~ h. eine Gn~1Jpe' bj Iden, iI:l sich ÜbCI'j'y h (I. Es 
. gelang das in einfachster Weise dur h oie Nor

,lnalformen 'd-el' fü n f :Klassen von Kollineationn, 
welche rler Beschaffenheit dei bei diesen letzlieren 
fe·t bleiben<;! 1). Punkte reS'Q, Geraden eQtsprechen, 
die iT). geEJigneter Weise 'iqs Unendlichc \' l'l,egt 

- wllrdlFn, So ergibt si'eh ansch,aul:ich nicht aHein 
die Q'esamtheit ,der GJcichung'CIl, der ÄUl'\' '\l W, 
,ondern zugleich 'eine große Zahl ll1 l'kwtirdiger 

, ·.Eigen chafteQ cl rs~lben, zu deJ;l~n s hli.E'ß}ich der 
wohl Lie angehörende Satz hinzutritt, daß j de 

t ,Differentialgleichung 'e.rstel' Ordnung, wel hc 001 

b~kannte (nicht trivi'ale) ''l.'raflsforn;Jationen in $ich 
zuläßt, ; durch- Qua'ciratur~integrierbar ist. 

~ , .. 
J. Die Redaktion 

~ 

diese-I' Arbeit stammt von. Klein. 
WeQQ. dab'ei fast städter 'die' ideen von ,Lie her

'. \'ortreten, so be,uht das (woh1 auf der GCl\vissen
. haftig-keit, mit der er den Anteil seines FI: IJndes 
an darselben bezeichnen 'Wollte. 

'I Daneben ~ritt a;ber auch sc,hon die an, das J/E1'

7ange'" P·rogr(,tl1orn".1 VOll- 1,872 an klingcr;J9 o1'oe

l'ung auf: ,,Es s.ind die, Eigep -haften solcher 
geometrischen Gebilde zu entwi keIn, diE) au~ 

einem willkÜrlich gewählten d~u' ·h, G~uppel\ ,VOll 

unendJiou vielenl u~ter .. ichI V 'tan!;chJ)arel). line
aren Transformationen hervorgehen." 

Im Be i ze die er Gesichtspunkt waren,Kle-i'i1 
und Jjie iude cn scbon in weit größorem.. Um
fange im Winter 1869/70. Denn. die' Acbeit j n 
deo Oomptes Rendus :von 1870, S. 1222 und 275. 
beüieht sich a\1f die u"dehnung- d'erselb~)[F auf 
den Raum, d. h. auf" y terne von K'urven 1{". 

welche durch eine unendliche Zahl JinaateJ; Ti:ans
• 'forrna tionen in sich überrrehen. Insbesondel'e 

wird, da 'unten ·soIcheJ'l 'lra formaM_onen .•sich 
. jedenfalls a'ueh eine besti1:nm uneIldTI.ich. kleine 

bcfindet, bei der aus diesel' nt pri agenden 
Gruppe. verla'l1schbanr Transformallidne:n jedes
inal ei neigen tliches' oder un igontlicbes Tetraeder 
~est bleiben.' ud nim i-ichte.t si h di ,,'eiter<' 
T nter UChWlg auf' dic }jIliichen V, die d1:d:eh 
Kurven TI eneoÖ" IV 'rd 11. So e.rglb Isidl 'cine 
große Anzahl ,\'on auf ei n allgem:eine~ <Theo"rem 
ZIlI'Ü kgefÜJu:ten ' ätzen, deren· Inhalt immer n.och 
lange nicht ers<.:höpft ein d'Ürfte. 

FÜr Klein stand 'e nun fest, sjch, noch:'JIll 
Wintel: in Götti'lI rren 7.U habili i >re'o. I Zuvor a.ber 

. wollte Cl' nach Eugl,and,' 'jel eicht auch nach 
Italien gehe'n, wohl uin dör A. Gayletlj und E_ 
Reltrami zn spreclle , 'dm·en A;·i)citen 'z.'\""8e(nen 
Nichtetlklidi clll?n Tdeel'l in ö na};er 'Be~ffib'un,~' 
stand~n; . r . • ~,t.J" 

Der Krie rr zwisl:h n Deut'schliin,l unrd Ftank
r ich aber :ve~~itclt, cE sen Plan.' Klein. fÜ,r den 
Fe ddienst ni~ht g eignet befuhdcn! ~ nfeldtete" sich 
fr iwillig zum anitli. diedt im Heere und'war 
it;t 9ies~r Eirren haft auch an en auf, dje OToßl'n 
Rämpfe bei Metz uild. ,ed~n fd\, riöen (fagen 
tätig, Erkrankt mußte Cl' dana ua~h eil1e~ '~~i
mat zqrÜcJd.;:ellren, doch hatte er Mit Novemliei' 
die frÜhere Gesundliei wieMrerla'oot.' "Lie't, ·ar 
zunäcbs n~ch in. Pari rreblieben, wurde aber 1 dort 
verhaftet, \\'cil man in seiner Korrespond r;i mit 
Klein in dem häufig wiederk~hrencTell'Worte 
,.,Komplex" eine Ohiffre fÜr SpiOJ1age vermutete: 
erst die Ai.lssage des ihm bcfl~und tel1 
Mathema ik rs G. DaTboux klärte das Mi ßver

·'s.täqcl'oj auf und bei,!' ite ihn aus der Haft. 
Im Laufe des WitHers 1870/71 rw't \.'ten 

sich Klei'ns Ideen über Nichteuklidische 8eo
ql'etr'e, wie iltIS seinen Br~eten 'an Nöther vom 
17. D zember 18"0, dann vom 12. liiärz. 187il., her
'vorrreht, ilf\n;Jel' meh,I.', Als Grundllypothese. 01'

~cheint ihm z\llliich noch die 'projektive Eigen
schaft des Raumes, für den llach Euk'bid deI' 

t imaginäre Kreis als "Absolute Gebilde" im 
_ $inne VOll Ca,ylevs Unter uchungen, d,iC' s,ich in

d\il sen Illl,l' ad die Ebene bezogen, auftritt, d'a1,l1't 
,'abC[ \Ührt ihn das StudiWJ;l der, Arbeiten ChI'. 
_'1;(Jn Staudts 7.U der An-icht~ qaB' die J;lrojekti ve 

Geometr;ie in Wirklichkeit unabhij.-ngig vom 
I Parallelenrp;iom ellund )etzte.I·\lS n u,r sch,eip-bat bei 
vo~ $tf/tlw~ \'orapFO'es tz 11' rd. Di se' <wie:,btige 
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~Nun.@'(illan· \1crglei"chg,'üLnjgeU1;),die :Note in 
ingenJx nclrriollten ~ \701I 1872, ',fÜ"ber einen 

.Jet Ana1ysis si tus") wirm..uull zlunIFuudamen t 
gnlUaJcg~nd'cn\ Unter.s'u'Chu:ngell Über Ni.cht

G13omef,·I'ie.. Und aus Belt1'(fmis Satz. 
il1 Räumen Von konstantem Kl'ümm;ungs

die geod'ätischcn Linie-D dmch jineare Gki
hungen sich darstellen lassen, erkeunt er bereits, 
aB die Vicrseitsk<!)llstl'uktion "on G. Des(lIl'rJJ.l,e.~ 

icJ:jt,. in der Eb'eDe be\yieseu werden kanJJ, SODdEll'n 
en R(~'urn notwendig 'voraussetzen mu,ß. Er Über

,eugt {sich auch' schon cla \~oo, daß \loh den \'on 
LI. HelmhoUr6 in don Göttillger Nachrichten 18G8. 
.. Ober die Tatsacbel1, \\-cJclIO dar. Geometrie zu-' 
~rullde li~geo".; aufgErs6eJlten lhioroen ~EldenfaJb 
iÜes, das M01hOdromia3.X'jom'ÜbörHüs~ig sei (maJl 

YeTgleicliel üamentlich die ausgedehnte.n, Unter
lIchungcn ~'on "Ll:e i11 d:esscn rl'heohe der :ÜaLli;
rmatLo'ns!rrtrPIJEm, Band III, S. 438 it, ~[8ü3). 

Jnd, ans dcrs-el'bon 'Zeit' stÜmm{1 anch S~hOLl' di 
Ein&icl1 t} dafrl d ie;'elli'Ptist:be;' H.eometJ;ie; als rde.ren 
,\:bbiJd m:ln~clie"~eomej)rful'.'ln!ftJd'er fKugeL'!lnsali'. 
obwohL l.I.il:l\,' di'c 'vod eineJnn1uUkte' aus.geheJidri,n r 

..ge:radesten"J'JJi.nien sich' 111 ,-dem'!.. G-ege.np'tlll'kt 
wicdar t:re.ffen~' ihr: adaqlta'te3"Abl:fi1cJ., rd'tirc,h da-' 
Stnthlenb'iilndeZd.Ll'idet'Do-ch muß."d'iC:- gcna1'Lcl' 
BetrachlJ"Ll1g alleif di~c)'Di{)ge,reiMr anderen 
DarsteJ] &ng '\·orbc'baJrcn. b)ooben~ wäbrend es!' hieJ'. 
daraut":lDkgrri, h'f,tvon:.uheDan, ,via' fröhe' schon 
dieseJben \:Ion jengen Dok1oJ' KielTh Beschäftigt 
habel). ; , I • ",' Jl " 

l[m' W int~r 1870 Ellltst!lIld aber Ilo<:h' Iej'lle 
\\'cif;ere ~e'mej·tisan'l'e 'Arbeit rmit"Ifie: es ist die 
liuel'''' di'e'\T{ä:tfpt''ta,ige:'!<itm'kw've;' Je;' ']{.lli/lwie·l'
sehen Pliicht EtJ hatte sie' iunäch.st' als a1gebl'al
-c.lJ() ':Kllhc~ 16, Ordnung gefUl'ldlm; rw~iHrelJ(j 
l':le~h 'in dc'n :Ü~zi~hungeJl diesel' Ff:ichc Zll dem 
:-i,ystem de;' konfokalen 'Kompl€xJ zweifen ~ChathI~ 
,lie"Möa-li6hkeitJe'rkal1'llte, alle ~7lre 'Si1t(/vla;i'Cäle'l1 
/lni) ch(Üakl'e?is'bisClt.en' Zählen' im Sjnne '~Öl1 
tJa.Yley.sl Ei·\i.teiterung de/"Plück~dchefi: F6rl1'\~].I\ 
fÜr ebene Kurven anf den R.aum, sowie c1ie'E~ir' 
;,teI\Z VO~l sech';;. au~ge-leiqb·lrete.ot.J::l;J.uBtta,ogt;;:ntrn

kUJ:\'GJ,~'Iß: .. OrdpllngljUnd· R;lall~. Zoll erkenpen",ftiIJ(" 
.\ rb,ott, f, cPc,no<fhJ., in'!>. ,:O~l:l1'fl)lel,\'t 187.9' "i Tl\ dt;'tJ 
JJoo!ltjilieÜ'fht(}D der B~lliJ?~);',~\ka9;e,wje e:r.p~J1iell·, 

lio.d·A~g-{ier-licheu A);ab~skeu~~~'elc~le d,i,qW- 1<w'-; 
vell,,-~Dnfl.Tl'ra lb .Jer Sy~fli')m(h'cJe'l: ~pa;r:;d.)oJiSl;h~ll 

Ku;r'{·eo· d'fl' iM'läC1H:} bi~ld9n, ;\\'llr,(l~I),I~<iI:m~h rn.~ätlir 
al!? Q-r.Jlltl,\1Gn~ für ein, Bp!Ud<?jit,·~e}ß,1s;l' )31'f'lJJt 
Jj nnaJ H ~f!'l" ·oine". :rQr;h,tp;r. cl;qs. .be]'!IJl;l:j.too M,~tp
rike.rs }I.·llCHJl(tA,ie. ~r npcl;!; i~,\ ErJal1gel1 f<ls.l:fnllf 
in seig'(:a;~~feil1fyJll'tc, "f:!r\\lIlIl,9'1;. . d, 'l .( 

J.tleiJm basoß "übcrbil\ip~ 'erw dlll'~.h die' Ii'eJiQJls
,\·ii.rtJigstbn Ti~.l1gangsiotmcin 1IllDJte:rS'tü11zt~ ','eiches 
'!{csElJJiges 1ial'QDo, uas !l\' !iii'Göttingon ,and {1:Man" 
'5en, ',gern ;.u:n.te-r.\'den\I\ioJlegem''Yer\va ndte~'flln W1" 
JangE7J)."dwnou3tl'~e:J,t&lCI sogodcrmmaL"Chio iii 1'\ eh(" 
\'011 ;~h nT,7U:9)I: b gegl'.Ü 0 detc.llla tJremMisolfeHSnfli!i:u:.11 
angeäcll a:fr.f,le1.J' holri asschtlJ R.ecf1e.1J rna S0])5~,tiw $Z\i 
<!Lleh cTici'iFra !'lei). derI.K.olh:,gGin'bi:Jrg'.cl!ad:ewi(v~H;(rn, 

.Ni'ClhbtaJla:;goh!n:gt~n 'ffCbcr) 7JJJJrg'l&.ieillCJ)!l \~~llhiil'lTh. 

II~'S, uu'd ,~iöelf der 1fcti'en glaubte sOgfll'- {tusldö.rn 
V0rtrage . \:Jeh Sehluß' ziehen' zu kÖl'1il-en, ~d1'e 

~\[al>bdlllil'tii<rl Übl!i'hiJ.upt 10in8' \,Vissens<lb;aÜ',Mi , öa 
sie auch' mit.teIs' oino\' ,Maschine. hervorgebraollt 
worden könne.' "l 

Man \vürde' aber ojn~ unricbrike Vor~te1lung' 
\'01\ dem jnnge'n Professor gewinnen, wenn mau 
ihn ia Rück;iicht .nuf s'eine origineJJe, in alle 
1'OI'l\]en der 'täg-l'ichell Erlebni'5se hineinrfi~ende 

mathematische 'l'deel~bildung ,ausschließlich .(nit 
rein' miHhcmat1'Sc!hlb Gedanken blHichäft.igt ,in
sehen 'w'ollte, \V i rkte lIem scho!'t en tgegen seine 
physikaliseh'e Scl!ü] uhg als Assisten t Pliii;l;;ers, so 
WUI' er sC'1hst ::Hich lLl' Brlangen eifrig 1:1emüht, 
gegen Bie''Ubim:Jiacht <.Je,} 1TJalheJ)ati~cJ;en Den
keilS ein GegcI1gewic1ht 'Zu rimlen. So arbeitete 
Cl' anatonÜ!lch" uotö\' denl Zoo16gen' E. SelenT.:a, 
un'a ;ni t dem befrot{riClete\{ Bota'l1Jkcr' AI. l?eeß bot 
d;1$ 'St~dlum d('\' niedel'seen Mlan7.1ieheh Örgalli b 

J11e"n 'ein \'ieiseitiC'es ItÜet'esse.;li . 

Noch jm Jan~ar :1871 ha1)ili'tierfo ~~ici{'irle~:l1 
in ) aött~l;gei:l"I 1I "Ich ,1J]lalitd Außel'b\iderl'tJ.'idbes 
GJi'lck be/de'?'fra1)j)itatiD~$',~clhieb er Ui'ÜiÜtteJ~· 
b5r;dr{ha'ölli an 'iV'8tlM·. ,-v.oo''dei· fv6'rlage'ei ne~ be-. 
tonOc\-eh ffabllliatiJ~ssc'b~'lft sah Idi~ F~Ku1tätl'al1
ge~i~J{ts -se~n\!h her\forrag'i!oden 'Ar'beiten\Jab, '\;nd 
der Ig-anfzo Air, 'bei.':dcfu' er ''ModeHe ,'on JRonipl~.PJc 
flilG'herl' l<als 'Thema €linle\} Pr6be\"ol'Jcsung ;:u be
sl:iilfcMjl"'hnito, klnug" in <'Lie w~rme'Auerll6noul1-g' 
a 119, tl~Je Ol'ebsc71, dem jungen, so vieJ vqrsprech~f1
den Doze/lren zo]Jte. "N6ch th den .Wintermonaten 
hi/elt er 'ltit eirlj'gen Sfudierend'en geometrische 
tfbungen ab, füt den §lommer hatte ei: neb'er{ einem 
7.wJistÜndigen Publikum über" Kömplexe ,eine 
\'iel'stÜnd~ge Vorlesung über th~oretischg Optik 
!lo.gez8fgt· jfi de~ Absicht, BieseJbe nicht in aus: 
schr'ießlich ab~(rakt mathenlati"chem 'Sinoe, !mn
]el'l'l~mit fOl'l;~vährE'lIdE'r Bdzit:Jlu;lga1rt \Iie wirk
Iich~n Er~cilhj'n tingen"zo hliJterl. A h8'~l'seJben 
l\fd)n1~r\ )'l'eLrli 'Höl:er' 't(Jil't uuter' dJh daJ'f:J(lTigen' 
FrerquI!6nt\'11iiJtni~sefl~i'J)b sehr" böfl'iedigeYJ'd~ Kn-
z;'lhlf~r:;)" w',11 , , I •• , ."~,:l\,' ,\ 

'0< (j 1 . '11-;",]·, k .. d' 'd''1H'h cJ'I1S , a1r,," ('. 1st nUll mel' -W1Ll" 19 ,uro 10 

Z • l 1 A' '. ", 'r;·t •H • ," f~l'ö.LIc ~ahl ton ;'I'bölten lJ.. eIns. von, deneo ast 
~."~dc:~ecie~~~ll.~~s'{'?)lf~rr,;,~.ine ßPät~\:~ f?it~~~Jiu~g 
zc\vih.cJcll 1~r. J/10 N'o~e )l.Ir den GnttlDger Nach
~rC;hf?h,. ~',o'nl',Ä'rIR'lI~~ ~,Übe;r .di·e $Oge~.aDri \e' ~ich,t..: 
LuJ~ Idlsch6 G~lhnet~ne" ]).etan t Z II nac'hsf.. daß es 
,qitl~ ~;Aqh't 'ty1:' dr~ )?Jl1J?Söphi~cJ~{)n $pe~~ti'ti~~e.~l 
h::mde:lt:· )Uelche' zum Teil zn (Jen Ar.beitin von 
Gauß, Lobalscheffs7c1i,' 130lyai lind i'nsbeso'nd~rq 
~u d'On Betr2cbtnllgen \'on R'iemann 'U'iJ.d lIel'~J~ 
hMtz hing·eiJit.et haben, . scmdt'l'n wm,8ie J.11Hhe
l1atisebeli'f'RcsnJtdte,' ins6w~it' sie sich allt; dIP 
T,rara11e~eJ) tb'eclric. l)~Z'iehe~,>:'~:eIn ~m' all 'gem&i)'l.ere\l 
Y~l'§täD<'lnis dm'er1 deIn :N'ach\~'eis deutlicli'WJl.:hc:n. 
.-\ .,,:,(,,,,';,""'Hj). L,.l ~i ,I )f. 'JrJJ 

')~) Bi:i; &lllIl tl!.'.I' \J.rörer· war iü >(]bclt ~*t!bz:ig\'l'6Jitl1'rei1 
bQ~fTl:;t'j;b,eply.,tis~l\Q\\, ,iYorlC\St,llJgCIl' i IUlner Il-U ni gehug": 
einzelne Dozcnten habcn gelegcntlieb vor ~itr.2 f;l&-rjÖl')l 
\·or..gE i r:t"''1J. Zu 'll~r Vor]~u,Q!g. V0rt ,Clellr;ch übfJ;., f'} ~l, 
Jrnc! Fffii:1,ti<%ai{ ~\V{h1U 187:ri f;l1Jd'I,~·[~\9.'ll u'tt$e9,tCJ1
j~l;j70~'i\ik,1 ~ ll~ (Il r,'fIl 1111 r:'n rJ 
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daß die projekth"e Maßbestimmung, welche Cayley 
1 59 im sixth memoir upon quantics (Phi!. Trans
aet. 149) in bezug auf eine Fundamentalkut'ye 
zweiter Ordnung in der Eben.e konstruierte, bei 
geeigneter Ersetzung durch eine Fundam.ental
fläche zweiter Ordnung je naeh der Natur der
"Iben nicht nur ein Bild oder eine rein mathe
·matische Transfo1'lnation der verschiedenen Paral
klentheorien i t, sondern das innere Wesen der
si'lben aufdeclct. Indem Klein die Unterscheidung 
der Uneudlichkeit d-es Raumes von seiner U nbe
c;renztheit naeh Riemann sieh zu eigen macht, er
hält er mittels der Verallgemeine'l'u,ng der Cayley
sehen Unte1'such"U1"g für den Raum und eines 
lJ1'inzipiellen Maß begriffes die drei Geometrien, 
welche hinfort als ellipt·ische, hyperboli-sche und 
parabolische in der 'Wissenschaft auftreten, und 
die nicht nur, wie bei Cayley, mathematische 
Intcrpretationen der Euklidischen Geometrie sind, 
sondern unabhängig davon ihr .eigenes selb
ständiges Wesen darlegen. 

Neben diesen Gedanken, deren prinzipielle Ge
stalt hier wohl noch einmal historisch hervor
~ hoben werden durfte, beschäftigten ihn gleich
zeitig noch viele andere. Die an C. Jordans 
traite des substitutions ankuüpfende Arbeit 
,.Über eine geometrische Repräsentation der Re
solvc11ten algebr-aiscllDr Gleichungen" vom Mai 
1871 (Math. Annalen IV, S. 346) geht von d-em 
Gedanken der durch kontinuierliche vermittelten 
diskreten Gruppen aus. Danach deckt. sich die 
Galoissche Theorie der (alJgemein€n) Gleichung' 
n ton Grades mit de.!' der Invariantem und ICovari
anten von n Elementen im Raum yon n- 2 Di
mensionen derart, daß den Vcrtau"chungen der 
'W urzel-n untereinander die linearen Transfor
mationen dieses Raumes entsprecbe;t!. Schou dort 
wird im Anschluß an das VierS€it in der Ebene, 
das SylJvestersche Pentaeder dcr Fläche dritter 
Ordnung, auf die allgemeine Gleichung vierten 
unu fünften Grades hingewiesen und die von 
e. Jordan behandelte Theorie der Wendepunkte 
der allgemein ebenen Kurve dritter Ordnung 
darg·clegt. Wei t wichtiger abcr wire!- die geo
metrische 'R.el)räsentation der allgemeinen Glei
dlUng sechsten Grades, welche dic W urzel'u durch 
sechs gegenseitig in Involution liegende lineare 
Komplexe darstellt und zu Hesolventen ze-hnter 
und fünfzehnter Ordnung führt. So treten hier 
die Anfänge \'on Kleins späteren großen Arheiten 
Über die Gleichungen siebenten Graues bcreits im 
Keime hervor. 

-pie Göttinger Nachrichten von 1.871 (S. 44) 
;:p"eifen nochmals -auf die H-aupttangentenkurven 
Jer Kummersch n Fläche zurück. An die- Stelle 
der früheren geometrischen überlegung tritt jetzt 
ei'n neues Moment, die wirkliche Integration deT 
Diffel'e-ntialgleichU11gen dieser Karven, diC' nach 
.:\nalogie d<>!' i'lliptischen Koor'dinaten sich aus
führen läßt. 

Und endlich i~t noch der Note vom Juni 1.871 
Un den Math. Annalen IV) zu gedenken über 

den Zusammenhang der Mechanik starre?' KÖrp",· 
m·it der Liniengeometrie. Hier wird zunächst die 
schon von Plüc7ceT erkannte ldentitiit.. des Null
systems \'on von Staudt und A. F. Möbi1lS mit den I 

Jin.earen Komplex hervorgehoben, und dcr Sa t;>., 

daß die konjugierten Geraden d . Komplexes sol
che s'ind, nach denen Kriifte resp. unencllich 
k:ei·uc Rotationen auftreten mi'lasen, wenn SiE' 

mit cinem gegebenen Krafts:ystcm resp. einer g'P
gebenen unendlich kleinen Rotation äqui\'alent 
sincl'. Sod·ann werclen nach Pliicl CI' die 6 Koordi
naten der Geraden den Intensitii ten einer K eH rt 
resp. einer l.LD.GndLich kleinen Rotation proportional 
gesetzt, womit deren Komponenten und Drehung's
momente bestimmt sind. Und nun . et,zen sielt 
Kräfte und Rotationen zusammen durch Addition 
dieser Koordinaten. Gen,ügt ein so cn t,standene" 
Ss'stem von ß E:oordina ten der Pliückerschen 
ldentit;ät, so kann es durch eine Eim~elkraft res]). 
durch eine unendlich kleine Rotation ersetzt wer
den. Der physikalische Zusam.m.enhang zwischen 
Kräften und unendlich kleinen Be\\'eg-ungen ab"l' 
wird durch die A1'beit bezeichnet, welche das gr
gebene Rraftsystem bei einer gag benen llOelJd
lieh kleinen Bewegnng leistet. Ist diese Arbeit 
~ull"o läßt sir sich in dnalistischer Weise. auf
fassen, denn dir. homogene lineare Gleichun.C!" 
zwischen den Koordinaten ues 1\ ra ftsys-t.cm." 
stellt dann eine unendlich kleine Hotation \'01'. 

und umgekehrt wird durch eine solche G1c-iehunf!.· 
zwischen den Koordinaten einer lllJendlich klei
nen Bewegung ein KräftesS'stem bestimmt, so dar. 
es sich um die dW'ch den ArbeiisbegT'iff l'ermit
telte Involldion l-itneal'er ]{olnple:ce handelt. Die;;" 
an und fÜr ieh ehr einfachen Bemerkungen silld 
später im Sinne einer io-entlich n Dynamik \'on 
R. S. Ball ausgehilde.t· si. durften hier wohl vi 'ht 
Übergangen werden, da sie die Veranlassung zu 
F. Lindemanns Di erta tion Übel' "Unenellie·h 
kleine TIewGgungen lind Kraftsysteme bei allo-e
meiner projektiv r :Maßbcstimmung" g'Gg-ehr!1 
haben. 

Für den Winter 1.871 lliltte ldei-n als Vor
lesung angezeigt: "über die Wechscl,wirkllng eier 
Naturkräfte und das Gesetz \'on der Erh-altul1!!' 
cle[' Kraft", vierstünclig (außerdem geometri~ehr 

Übungen), ein Zeichen, wie seine Inte1'es",,(,11 
immer noch z,wischen Physik und Mathematik 
hin- und hergingen. Außerdem beschiiftigten ihn 
vic,]fach allgemeine Fragen, so namentlich die 
Bi!dung e·inel· Mathematikerrerein'igung, dGren 
Z,,'eck nicht so sehr in akadcmisch 11 Vorträo·cn. 
sondel'l1 in der durch den gegensei tigen Ve1'keh [" 
ermöglichten Aussprache Über gemeinsame Inter
essen der Forschung besteheL1 sollt,e, Sie karn 
freilich erst Ostern 1.874 in Göttina-cn zustande'. 
Aber daß es sei t der N at'l11f01'sche:ve'l'sarnmlml!f 
zu H ridelbel'g ] 889 zur Bildung der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung kam, die gegenwärt.ig
770 Mitglieder zählt und eine groBe wissen
schaftliche Tätigkeit entfaltet bat, wird ma.n 
jedenfalls auch diesen erst.cn Anregungen Klein,<; 
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zu danken haben .. die in den ,..BTemel· Beschliis
8en" 1890 feste Gest.alt gewannert. 

Das J'ahr 18'72 ist wieder durch einen Reich
tum an neucn Gedanken ausgczcichn-et. Da ist· 
zunächst der für die Linicngeometrie funJmncn
taJe Satz (Göttingcr ::\ ach richten :März 1812) zu 
('rwähnen, daß jeder LinienJ\Omplcx durch eine 
Gleichung .J( = 0 zwischen seinen PIÜckers<;hen 
LinieJlkoordiuaten dargestellt lI"enkn IU1DIJ, wc,il 
aus ci ner l1:annigfaltigkei t "ou n > 4 Dimen
sionon, nu·s der durch eine quadratische Qlci
l'llUng P = 0 eine ili n - 1 nusgeschic"clCll ist, jede in 
der lettzteren enthaltene M,,-2 dur'üh eine weitere 
n~eichung ausgedrückt '\'enlen kann, faJls nicht 
alle fÜnhcihigeu Untcrdet.cnninaorcn \'01);]> gleich 
:\ 1I II sind. Der Bo\\'eic; w!I-d durch Abbildung ,on 
/' = 0 gefÜh.rt; Überhaupt hat sich Klein in jcncr 
Zeit viel mit der algebraischen Abbildung von 
E:oml)lcxen beschäftigt. - Auch der Plan; :tu 

eillem J,c1wbuch der Liniengeometrie, der allc-r
Jings nie ausgefÜhrt wurde, ist d·arnals -schon ent
worfen. Und in einem Briefe an Nüther vom 
IB. :Mäl"k 1872 berichtet CI' schon Über die fÜnf 
T;)rpen der Flächen dritter Ordnung, die er nach 
ihrem Zusnmmenhang mit den fünf Klasseu. ,OD 

(,. 8cltläfli entspre~hend findet und zugleich 
Übersichtlich durch :Modelle darzustellen wußte. 
Diese Bemerkungen cl eil ten schon a 1I.f die inden 
Math. Ann.alen vr. 1878, veröffentlichte Arbeit 
iiber }'lüchen dritten Orndes bin. in, der Über
legLlJJgen. die bisher nm für Runen iu der Ebene 
\'erwandt waren, im Sinne der "\nalysis situs 
henutzt IHaden, sowic auf die merkwÜrdige alls 
dem Jahre 1876 stammende "Neue Helation zwi
"chen den Singlilaritiiten einer nlgcbraischcli 
KlIl've". 

Dic bereits "om NoY(~mber 1871 dalierte Ar
beit \'on Lie: ,;Ober Komplex<" iusbe3011dcre 
Li oieu- un d K lIgeJJ(Qmplcxe mi t Anw·cndul1g auf 
partielle Differclltialgleiehllngell", welche im leb
h.aftestC'u Verkühl' mit Klein entstanden wal' und 
manche Gedan kel1 desselben in siüh a uf.g-enommen 
hat, erschien ]872 im Band 'V <.ler lfath. Annalcn, 
S. l.J.iJ. Sie el) thält nebeu den Grundzügcu ei ner 
Differentialgeometrie der Linieug'e-biJ.de insbe
30ndere dell mcrlndirdigell und yölJig nellcn Zu
sammenhang zwischen Linien- und Kugelgf'o
metrie, derart, daß den Haupttangentenkul'yen der 
erstell Gcometrie die KrÜrnmungslinien der zwei
Len entsprechen. Hieran schloß sieh die ebenfalls 
'>clJOn im Oki.oher 1871 eingereichte _'\rbeit \'on 
Klein über T,inicngeomet.rie und metrische Oeo
metrie. die in Yid weit.C'rem Umfange, wie z. B. 
ill den gleichzeitigen Unlersuchungen von Da.r
hOl/X ii her Orthogonals.yst.ellle in höheren Riiumen, 
den Zusammenhnng zwischen der L.iniengeometrie 
lllld der metriseben Geometrie eines Raumes \'on 
\·ier Dimcnsionen, resp. der Geometrie des line
aren Komplexes und der metrischen Geometrie 
des gewöhnlichen ]laumes begrÜndet. 

Hier findet sich zuerst die :\ uffa~suDg der 
Linif'ngeometrie n15 Geometrie einer (juadrat.i

sehen Mannigfaltigkeit yon "irr Dimen~ionell im 
Haulll ,"on fÜnf Dimensionen. Aber noch mehr. 
Die metrische Geometrie ein'€'s Raumes R,,_. von 
n -1 Dimen.giooen läßt g,ieh nls stereographis.cl1P 
Projektion der Geometrie auf einer im nächst 
IJöh.eren Raume Rn ge~egenel1 "Fläche" odel' 
,j[aunigfal tigkei t zwei ten 0 rades M~_I anseben, 
\\'obei nun im HauJ1le R"_I ah Fundamentalgebilde' 

eine .lE~:...~, aUI der .'11;'-1 aber der gewählte Pro
jeKtionspunkt als solches auftritt. Den linear'C'u 
Transformationen des Rn-I' bei denen das Fun
damentalgebilde Jl~·_2~ llngeändert bleibt, en t
.>prechen dan·n dicjenig'en Transformationen des 

Rn, wel'Che die gegebene "Fläche" M~-l und 
ihren Projektioospuokt nicht ändern. 

nd nun zeigt sich, wie es möglich wird, die 
Lehre ,on den KrÜml1lungslinien und Ort.hogonal 
;,;yst-emen auf Liuiengeol1letrie zu Übertragen, wo
bei sich zugleich die Bestimmung der Haupt
tangent.enkurvell ciner großen Zahl von Flächen. 
C'rg:ibt. 

In dem '\veiteren Aufsatze "über gewisse in· 
der Liniengeol1letrie auftret-ende Differential
gleiühungen" wird dagegen fÜr Komplexe zweit.en 
Oradc3 mit gemeiusamer siugu]'ärer Fläche mit 
Hilfe der elliptischen Koordina t"n Jacob'is eine 
g'unz-e Reihe von IntegrationsT>roblcmen erledigt. 
So fÜJ.' den allgeDleinen Komplex zweiten Grades 
<.lie Aufgabe 1. diejenigen Kongr'uenzeu, deren 
Oer~1dcn Haupttangenten ihrer Breul1flächen 
sind, 2.. die von den Linien d'er zwei solchen, 
IComplexen mit derselben singulären Fliäehe ge
meinsamen Kongrucnz UJnhÜlltcD Kurven zu be
stimmen, nebst anderen Er~eiterungen. 

FÜr den Winter 1872/73 hatte Klein heab-· 
sidltigt., eine Vorlesung übel' analytische Geo
metr ie dcs Ha UDles zu halten. Da. kam der Rvf 
als ordentlicher Professor der Maf.hematik na.ch 
R'rla.ngen, der ihn, der von a]]en \I'ohl am tiefsten 
in die :Forschungen von Sta.vdfs eingedrungen 
war, zu dessen, wenn auch nicht unmittelbarem 
:::-.'achfolger macht'e. Aber schon am 7. November
erlag Clebsch zu allgemeiner Bestürzung einer 
tiickischen Krankheit. Tief ersehütt.ert reist 
Klein wieder nach GöttingeD, und seine Be-· 
lllührmg ging zunächst dahin, dem hocbverehrten' 
L'Chrer und Freunde ein literarisches Denkmal zu 
selVl>cn. So entstand der "Yersuch einer Dar
legung und Würdigung eier wisscnschaitliehen 
Leistungen von Clebsch \'on seiten einiger seiner 
Freunde". Zu demselben lieferten Referate Übel
die Arbeiten von Clebsch in der mathemat.ischen 
Physik, dl'll partiellen Differentialgleichungen 
und· der Variationsrechnung', der Geometrie, der
_\.belschell Funktionen und ihrer Verwendung in 
eier Geomet.rie der KurTen. und Fläehen, der Ab-· 
bildu.ng der algebraischen Fläehen und der In
variantelltheorio elie Mathematiker des ganzen
Kreises, der sich um Clebsch als Mittelpunkt ge
bildet hat.t!', die Herren K. von der Mühll, A_ 
]Eayer, J. Liirolh, A. Bl'ill, M. ,Vöfher, P. Gorda.n. 
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~\-;ihrcn9 die VerarbeituI)g dcrselben ZLL ciner ein
1J.eitlil;hen I;a Sl.lo,g \;hließJich nach eiper gemeiJ]
"((mcn Besprechl,lug in Gi) tingeOi (Weih.nachten 
Ill72 slio R, llptaufgabe YOT\ Klein wurde. 

G-Jeichzeitig wurden die hintertassenen Manu
,;kript von C'lebsch ,geordnet, und es ent tand 
dio A,bsicht, gcillen SchÜler F, Lindemann zur 
BCAl'b 'ituog: dor Yorlc3nngen iiber Geom. trie ZII 

l"I,:ranlasson, 
'Abe~' .;lal)lit Wllr '\1 7{1eins BemÜhungen noch 

!licht rsch.öl1ft. E", handelt!:; sich ganz w ;ent
li('h darum, dUJ:cl1 einen neu€n, mit dem Tcubner
,eh n Verlage abzu chließeudcll Vertrag über dic 
[{edaktion der' nIathematischeu Auna en. fÜr diE' 
tll. bed'rän ter Lag zurÜckgebliE'bene \ itwe VOll 

{'lebsch Mittel zu schaffell. uud gl icnzeitig 
'\'urde zn dic. m Zweck die Auf.fo.rd rung zu 
frei..williIYen J3eiträg n an Seine S<hÜlel' und 
,,'1' unde geric11t t. Allf di s~ W-eise gelang 'e , 
!Lebst tier '\"on tI I' -n iH).rs i tiit, gegebcni$n nter
<Gützung nin Kapital zu bildc.l1, da 2-tlJ'l ErzieLu'lJg' 
der vicl' Söhne \'OU C'l bsch ausreichen konn te.> 
Tq di R daktion d r iM':rtthem"uti;,scl)el;1l' J\Dl)Rlen 
Hat,en n,-!~erl/ C. Ne'l./?nw n nun GeYrdQfT ,Ul d Klein 

0' daß, (J(li J: ie jetz E e,jt ·;I;6 u ,ra.l)'l'eq 'g.

ttihl ha•. l 'l. " 
':Mit: -f:I 1 \ErIau""el' Pro;tes&u~ beg'i{il,rLi e.irLc ne~~ 

!'i!Ji'iode i? <lIl,l3'irljs Le.be.n, derert Ergebni hier 
nieJ;l,li weiter verfolgt wericJI können, {loch seion 
noch' ci,rvig) allgeneine Be-m, 'kungen gestalitet.. 
r) Die ausg{J'ZcicJwcten Eig OEchaften! des.jugend
liellen D6z.ent·en zeigten ich zun..'ich:;t in der un
'!e'wöhnlichcn Tliel,'e'i(.iglreit, se.·ine"l' Be.gabung, die 
I:ll schildern vet"ucht "-l\rde, Man erkennt.lsetn 
rlivinalurische,' t/)is8en~chaftliii:hes Taklge,fii.hl, 
'die Q,.i{Jinal1:tät seinc'!' Konzeption )1, seine 'merk
\I'Ürdigc- FiihiO'keit, lLberall an den ntersllcl;mn
!! n, ande.rel' B'craclc elen Punkt ~u entdecken, der 
mit so-,i,uQn e..i-fl,'eTIJe.Ll, G danken in 'Verb~ndun,g
itl,tl1 " So.war ;fü.r; Klein e.il1C( Frtlchtba\"k,ei~ deJi 
'-'rodtlk i~w mÖg-l ich; \H)) eh clcnen, die. jedl\ 
l1ath'EPU' t-isdw r\bh.an~~uqg 1; t vonl Anfarag ar) 
"t-ldie-rj;., labeIl rlllJfltell, vet' '1gt. blei~el1 kOTll;Jte. 

"Gleichz \ ig lJcsaß Cl: die Gl:\be, j d,MiS in r 
~c.hi.iler auf <la~." hepl'\ hinzIlw iself. da dessfin 
lJ.' nd r r' 80 0 ab'nl1" nll,d ßnt.wickiUJ;"" u,ts:Qrach, 
:;ja. r(}o-t' ~l' ,I. Tl( il('l' DU' ~qii,f,a> c)er 31;;; SehÜlet: 
\"~.fl" 1'1' .. l,':fdler ill Zi~ri(:h cl n GcbJ·a,.'h homo-
1!:e'iI! ' 1KQordÜVltt n un L d Du.alitätsp.r:inzip 
<"'r.4i;l1~lIjck,. kellq 'n geJel"Jl hatte, <;ur '!te
r,ua .'?chim· l13carvei .Ujlg" der KompLex' zweiten 
\lrad PUl; 0,\11 an~IEiTe' J?cj~piGl gib. ' I. Ha:rnacJ-. 
.\'i.'h.qittrÜbel' dia. VCr\1' lI<\nng- cl\'!r eHiptischqn 
F\I~lk,~j p tl.' i(l dl'r G Oll! 'Vie <Jer .Ku rV n dritter 

'~ln.un~q: f,dor ,sich cbQII lInte~ 'Ti:: ,1(inding ',n 
J l~L l', di -,.\nal.)lsi 'ng-e.ll,beit t hatt . I) cl 
,l J1'I }lS, ct\",a~ sprÖd I! 1)1 Stof~e wußliB Kleins 
[ntti~ iYBb.ITpn)i:. J1 'l,lI' ~'l\lf1ge,l; . boi L, W~?ie1 

ti: c Q I Arb it' l},Ü)i. 11 das kornpI.' D9PP 
\~ 'h\, '[.l~. !J{11'in ~ ~~, s\,Qtin .c1ii;' Theorie p'~ 

!kos1\. ~( 'Y9 'L \' 't~ll, ql!t \).; S·I cf 3' 11'(' 

,n vmp. '?,j"l 1\. 'Y('1'k~'ltl' .ab 1' ••ln~i. ein t;J 

SchÜlern st'l'eute Cl' die Golc!körner s iues )' i hel.~, 
Talentes aus, unbekÜmmert um den G'ebrauqh.. , 
cl n sie später davon mae;.hen' könnten, tdeD;I;J er 
war nicht der ngheJ:zigen 4ns;i<;:ht 'o),cher, die in 
ihren SchüJßrn IUll' ::;pät',re Konkurrent n Zit 

hell ganei "Q war'en. ' 

Abcr Klein QC chäftigt,e sich nicht nUJ! etwa 
mi cl n be onders Begabte)l', Ihm lag vo,' ,dlenl 
am Herzen clie Erzielung tiefeTen Wissens bei 
eLlkn dene,n, t)'ie einst auf den G!Jl/1ma.sien 1md, 
R, a~'(;lt'llen die. Mathematik z'u leh1'lm hab 1l 

Wi'II'cl n. Wie Jl'Ian wis$e'll chaftlicA a:rbe·iten lerne" 
cl>!' Zl~ zeigen se). die Hauptaufgabe des Dozentt;lI, 
fli.hrle r 'chon in Erlangen, in seiner Rede zum, 
Eiotritb in. die Fakultät aus, ~1I),d d'8'Zu, s i. illicbb 
wirksamer aJ.s die dM l;\.Qschluß d-cr' nivet itiit '. 
stllclicu. bezeugen<!e l~usarbeitung·eM~r••pissel' 
tation u~te.r; sachgemäßer Leitung .des- L hl'tlJ'"S. 
~Iie ihren Erfolg allch dann. n~cJlt vfl'rfehlen werdO, 
\\' nJ'l ,ie et\\'a cli ~i,nzjge höher@ L i:t..tJ.ng de,; 
B ,tl' ff nd n bleibe.. > 1 I 

Un~l dieser ZW -I,:; bewmmte auc1 die 'Pm'?; 
Sti, ('?' Vor" 8tL·llgen. ,Absoll,lt Ylilllstäncligkeit 
wird imm r dalZl). fU!:Lrep, daß cl I' InhaJt in den 
~\ n;fan~" stfldiel). stecken .bleibli 1))1(t die Hör~r o~,
J,llüdet; daher ,!uchte er .überall ,dar uf llinz~t

wi;tko.t1, daß an der Uantl-d~r reichlioh. g~ooterlC')1 

lit6}rarisohen Nachweise dieselbe Z~l eigener Ve.l;
tiietung ~.Q solGhe Ftagell- angeleit.~t w,lU'(l.en, (He 
in der '\ orJ.esung 'l'elb$t nur im a]]geme~nC!u dur<:;lt 
ansehl\Ldiche Ideen bezeichnet w{tren, T' 

Diese einfache Skizze'darf aber nicht ohno ei n 
\\.ort de herZJlichsten Dankes schließen, der alle
Scb,Üler Kleins el'fü.l , 1md dessen auch der Vor
fasser Yel'ehrun IY'volJ gedenkt. Die zwiS{Jhen K~e1'n 

Lind ihm im Winter 186 /69 eut tandene Bekannt
scHaft: :fand schon Ostern :1.869 ihr End.e~ als der 
Jetztere in den Sehuldien t übertrati. "' Als er ·si'ch 
zum Wi'Uter 1872 ent chloß, l'lI W it~remßtud1t1D1 
wiedar' na h Göttiogen.. zu .C'Lebsch, d r dan'iaJe 

ui der Höhe eines' ,R.uhmes tanel, z.ClrÜekzn
kehren, ex::fubr r, daß Klei·!'/,- ltmd Dies W..l{'llT'I>'en 
in nabel' BeziehllDg zu seiuer eigenen 'klE'inen, au,' 
der Lek tür \>on Ohasles' tl'aii' cle "cometri 
SLI u.rienre entstandenen Arbei't ta:n.deu, In d l' 

heben-wÜrdig tt1Tl Weisc nahm Klein seine Ent
schuldigung entgegen, as g.a11Z Ü'b-er hen zu 
haben, una forderee 'ihll' auf, nRch Erlangen loll 
kommen, fjlf\J der . ufMihalt ~n, Göttinge.!'l. n;)ch 
o6e./)scl ' Tode keint\Jl' Zweck inehr habeu' könnte. 
Dort hatte Cl' da GlÜck, während r-a t 4 Monaten 
täg'lich mi dem Rusgezeichneten Fre.unde zu VCl'· 

kah.l'C'll.' an se:i.nam.Beispicil zu Jemen, : ScitdMrf 
hab 1, je'.' mehl, K7.e.ins Gedank n sich den großall 
ETagen' der Riemann·W jer traBs ·ben F\mktio
Il'enllh ori$; 1.wd de,r universellen Behens JHlIlg der 
g' amten nflathematik 'luwal1dten, vrele flUdere di 
glaiche För'dernng ihre Strebens gefund(:)n. 'Sie' 
alle ward 11 j tzt cl L1 Jubilar verehJ'1t1):g' 'N" 11 be.
g-rÜß-en mit .de.m L\\ ullsche., daß die ~k <-eJ'gleii:h
J.iche ;Ela$~iziti\.t ~jnes Claiste>{ ihni, bch')iMJige 
crJl.attf;)n, b:~ibth und Q l\\'il'd d1eser' s~iG' , 
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burtstag aufs neue in. schönster Weise bestätigen, 
welchen Segen di'e Wirksamkeit eines deutschen 
Professors weithin verbreitet hat. 

Klein und die Mathematik der letzten 
fünfzig Jahre. 

Yon Prof. Dr. W .. W irt'i>/l.ger, 1"1-'ien, 

Tnte.l: arwa siIcut musae. Von Her7.cn hätte ich 
gewÜnscht, daß wii· in rubi~e~' u,nd lmgctrübtel' 
Betrachtung uns die Wurzeln, die Vorbedingun
g'eu~ die treibendeJl Kräfte vou ltleins Wirksam
keit hätten vor Augen f9bren können, und Q,llS 
Unterscheidende und Gemeinsame mit anderen 
g.roßEill ,9elehrtenDatn.l.ren uns zum BC\\'ußtsein 
briugen,.Das Schicksal ha t €s and.ers gewoHl. =" ach 
den wechse~vollen Ereignissen der letzten Zei t 
H1Ch-eu nicb.t Jlur die Staaten. nein, sucht Über
haLLVt die menschliche Ges,:l1schaft nach ]leuen 
Eormel1 uD;J nach neuer Ordnung für die im 

.' Grunde immer gleich<;T\ 'l\iebe des EinzQlwesens. 
Eine Welt ist in TrÜmmer gegange,n und wir 

.. müssen uns eine n.ell.eril.u{lJaueu. Ich meine nicht 
"nsere 'ViS$enschaft,denn wa~ wir ;n der l\[Qnar
;hie oowie'lt}J;1 luiben, bleibt al,l0h jJ1 der Republik 
waAr. ,)vie:.l.TIehr rd;enk-e ich dabei a.nl die I;ranz-o 

II Stellung der reinen Wi;;seusc.l~aft in der kiinfti
g'en Gesellschaftsordnung, deren. l.Tmf·isse wir 
In.ngsam beräuJkommen, sel;J,en. 

Es \~L mir. ni~h.t zweiielJlan, .da~ wÜ fO()hl' 
~h: bishe;' ~i9 Not\\';endigkei,t .und ·die Bedeu tu ng 

, 'Hufieret: \\'i~$en.qchat4 öfientlich vertret.en mÜssen, 
·und Z~v~j; lTl,it GrlLndeo; welche auch dann noch 
ihre Trawb:.l'Clft bcb,alten, wenn sie nicht mehl' 
durch Überlieferte Wllrturt"eil€ Übel" KuJt.ur
formen '!)lehr gefÜhlsmäßig gEf)'jtlitzt werden, Wir

1 
werden violJ:ncllr in einlel,l c'lücudc, \Yeise weiFe
ren )I.rei~tjn.klarlegen mÜ'ssen, daß u))~cr·e Wissen
s~baft ~nd ihre Lehre auf dcm Wege Flcs Fort

_ >;ohrittes der menschlichen Entwioklung ein För
dererrund Wegweiser ist, der Pflege und Geltuug 
reichlich. lo,bnt. l\ir~ den Mathematiker selbst ist 
die Wissenschaft g.ewiß ebenso SeJbstz\I'cc)" \\;ie 
fÜr den KünsÜer die Ku.nst. Die Lösung derr 

SpuncnUJIl;\en, w9lcbe die ungelö&,te Auf,gabe bi,ctet, 
dit1 durch dies€ gewonnene Herrschaft. Übel' die 

_ 13el;ri:f,:(e und endlich die Macht, welcl)~ dje-f:in
.ts.ichn oft auf dem Gebiete der Wjrk1ichkeit gibt. 

si nd dem Fachmann geistige Bedürfnisse, denen 
er sich nicht entziehen kann. Aber das sind 
innere Erlebn isse, die der Mitteilung bedürfen, 
11m a~<{h jn ao.derp ·wiJ;.k,sam z.u wef4en, einer 
Miaeilung, für welche die Empfänger viel mehr 
eigenartige Vorbedingungen erfüllen müssen, a~s 

.'fÜr dje kümtlerisc11e. Man kann 'es auch ver
tehen, daß die Mitteijung ei~es ·soJchell' inneren 

Erlebnisses fÜr manc)l'e unter den gröBt,en mehl' 
oine lästige Pflicht war, da ja das. Hauptziel, die 
eigene Klarbeit, schon erreicht war. 

lIZe'l:n hat niemals mit der M~t,teiluJlg seiner 
Ergebnisse geka:rgt und; a,uoh die W~ge; auf denen 

I.' \'ord'ran~, hat e1' immer offen dargelegt. -Seine 

ß,ufäIJge kamen yon PZ'üclce7' und \"ou Glebsch, VOll 

denen der erste ein Meister der Anschauung, der 
7.weite ein ebensolch€l' dr,s KalkÜls. wa:r, und die 
A I'ehitektur der Algebra geradezu künstlerisch 
hflndhabto. Der ersto ",iJ'cl vielleicht durch dito 
Freude. ao der Gestalt, der zweite dUl'cl1 diE' 
Durchsichtigkeit der Dar!ltellung und di-e ;Fähig'
kei t, ",ei tUl11fllSSen de Geda n kenkreise fruc.h tbar lItl 
verbinden, fÜl' [{lei.n besonders fihde:rlich gr
\\'ese11 sein, beide aber d uToh die Begeisterullg. 
mit der si~ ihrer Wissenschaft lebten. In der '1:al 
Hillt es schw'el', seine Weitere Ent\\'iekhmg' an a"iC' 
<itrcng systematische .und in dieser Zeit ~ 'End0 
der ,;ecllzig(}J' J ah1'6 ~ nöcll mit der Gostaltung 
tles sptödell Stoffes ringcLlde Weiel'straßi<l!l(' 
Richtung 1l11Znschheßen. fÜT welcbe. die El·le·di
g-ung eines beötimmtcn Pl'oblcl1ls an uud für'S'ich 
C'ine grundlegende Forderung bildetp" wähl~nd 
[{lein die Wechsel bezieh ungen \,(~l'sch:ieuellcl' To.j I 
der Mathemat,jk besonden lebendig und fru6!J1
bar zu machen verst~llld. Das teigt '8ich~(;:h6n i 1I 

der Cl'.<lten Period~ S'eioE'l' Wirksamkeit. di'e in;lll 
\'011 1869 bis ctwa 18174 rcchrlen kann und dm'C'li 
Hauptleistul'igen "die t\l'beiten zur Nichteuklidi
schen Geon'lNrie und das Erlanger P·l'o'grl1l'I)n'L,,\·bn 
1872 sind, das unt~r tlelll Titel" Vtwj:deichellll,
Betrachtungen Über einig'\>. lltll'lel'C 'gcOlfiotrisallC' 
Forschung'en" 'dOll Begriff Bei· (Jr'u.ppe. als ord
nendes und zusarrn'i1etif~ssende;; l"tinzip in tiN 
Geometrie aufweist1'lll)'(j ~dlll:Üböl' hinaus die l1Cueli 
Probleme, die dnräus ent.springen, skizzi'crt·. ' E;:. 
ist interessant"; daß das- un'::; heute so goI::iu"figt' 
Wort "Gruppe" bei J(tail1.se.~bst 1871 im 1\i~ol 
einer mÜ Lie ZLlsamm..n vl'rfaßt€h'L Arbeit no(·h 
u1L'lMhi'ioben \\'ird mitr dem \Vode gesc;hlossenvs 
gystIJ.1Ib ·VOn. Tfll,nsfo'rm.tdiolle7b. AOOr d'arÜber be
riohten ja lJnder<t in diesem Hefte ausführlicl1M. 
Zum erstco Male er·scheint 1874 der Kal11c, Rit>
manns im 1'i1el der Atl:5eit .,ObM eine nelCe Art. 
Riemnnnsth(rr Fläclten,r. Hier wird für rcelle 1'1111

•	 gelttell der BerÜhrungspunkt, fÜr imag'jnäre nbrl' 
der einzige reelle Punkt derselben alS Bild Cle~ 
Kurvenpunktes rcsp. d@r Stelle des algebra'ischell 
Gebildes· Hll'fg..faßt. Das Doalitätsprinzip: tlit, 
Staldtsehe lmaginiil'theol'i('!, die alJgern'oine Auf
fassung der Riemannschen~[!ln,nigraJtigkeitmi t 
einer quadratischen Diffe:rentialformg;ind hier mit 
oinen1mal' in der einfachst'en Weise in Ro'ziehung 
gesetzt und fÜr die reellen Züge algebraIscher 
Kurven, also ansohaulichc Fragen verwertet. 

Der Name Rieman.n kehrt ",eithe'!' irnmer wi('
der, und 'es hat wohl kein :?\{athematiker soviel 
für das Verständnis und die Fruchtba'rmach:ull,(t 
von dessen Ideen getan, wie gerade Kle'in. Dii' 
Durchdringung und Verbindung r der ursprÜnl!:
lichen Riernatinschen' Gedanken Lhit al~en de.n Gll
ichtspunkten der Invariantentheo'l'ie, der Zahlen

theoi'ie r und Algebra, der Gruppentheorie, del
mehrdimensionalen! Geometrie, sowohl auf dem 
Gebiete der Abelschen Funktionen als auch alt f 
den eigen'sten Gebieten }{lei/lM, den :Modulful1kt.io
nen und den automol'phen Fnnktionen gehört Zlf 
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"einen größten Erfolgen. Die zahllosen Arbeitclf. 
-die im Anschluß daran eut ·tanden sind, beIYei eil. 
-wie stark das Interesse \\-ar, da- sie erweckteJ1. 
Er hatte hier noch die be onlel'e Genugtuung, 

-die \I-eittragendcu und wichtigen Stitz ,di Cl' iu 
elen achtziger Jahren zum Teil auf intuitiyem 
\\ ega gefllnden, zu Beginn dies s Jahrhuuderts 

,bewiesen und weiter ausgestaltet zn ehen. Der 
Anteil Klein-s an di en Arl>eiten ist ein s hr 
gToßer. Die mei teu von ihnen hat. er rui den 
Verfassern ius inzolue durchgesprochen, und b0i 

·den Korrekturen eiuen ausführlichen. Bri f
wechsel mit ihnen geführt. Er hat seine SchÜler 
nicbt bloß iu den Gegenstand, soudern auch in 
die Run t der Disposition und die wissenschaft
liche Ausdrucksweise überhaupt. eingefÜhrt. Da~ 

'kam auch den ,,1[athematischen Annalen" zugute>. 
an deren Redaktion er seit 1873 iuheJ:Vorrag-en
<:ler Weise beteiligt war. Der Grundsatz, yon d m 
er selbst sagte, daß die Redaktion der Annalen 
von Anfang- aL1 bewußt daran fest.gehalten habt>. 
_an keiner einzeluen Richtung inn rhalb der 
mathematischen Wissenschaft einseit.ig festzuhaJ
ton, sondern allen Leist.ungell, welche nelL und 
bedeutend schciuen, des Inlandes wÜ; de!> Au 
laode~, bereitwilligst die -Spalten der Zeir'chrif 

,zu öffne]), hat die Annalen zu einer eier vornehm
sten und unentbehrlichsten Quellen gemacht fÜr 

jeden, der sich diesel' Wis en ehaft widmet. Bi:> 
etwa 1894 war so die Tät.igkeit Kleins der For
schung, der Lehre und der mathemati.chl'11 Lite
ratur im engeren Sinne gewidmet. Nun aber 
tritt eine neue Seite seiner eig-enartigenBcgabunl!
'IUS Licht: -die Vertretung dE'r Wis n chaft lind 
ihrer Interessen na h auLlen hiu, Diese Täti:>kei 
beginnt mit der '\'eltau. ~tellunO" ,"on Ohicago, dem 
BI'anston Colloquiulll und dem Yortrag- Üb",r 
RiBmann auf der \\'i n r :!\aturtor cheHcrsamll1
1ung 189-1, Es folgt eine lang-e Reih \'on Vor
trägen Über wiss 11 ehaftli 'he und "l1tcniehb
fragen, übel' da,; Verhältnis d r Uni\- 'rsiriit znr 
Technischen Hochschule. Über das Verhältn is der 
lI[athematik zu den Auwendnngen und vieles 
andere, worÜber ja. auch Berufenere hier im Zu
ammenhaog berichteu-_ lnsbe.-;olldere sei bier 

gl ich auf die Tlitigkeit Elei'ns in der int I'natio
nalen. Untel'l'ichtskoTI1mia iou und den cl uteltcn 
.\ussehüssen fÜr mflth mati ·hen nterri(·lit.. hin
gewiesen. 

AbN zugleich dami tauclt! ein Fnternehmen 
Ruf, welches si·lI die Darstellung der gesamten 
Mathematik und ihrer Anwendungen \-om Be
.ginn des 19. Jaluhunclerts an zum Ziel ,-etzte. ein 
!'i.chtiges Silkularwerk, die Enzyklopildie. Ur

-sprüngliclt VOll Bur7cha.rdt und F, Meyer a1 Wör
tel"bueh geplant, wurde in den vorbereitenden Be
ratungen Über \nt..rag Dyck.s jenes weiteJ'e Pro

_gramm gesteHt, mit dem Ziele, dadurch ein Ge
- amtbild der Stellung zu geben. die die Hathe
matik in deI' heutiooen Kultnr einnimmt. Hier war 
e-' Klein. der zusammen mit Dyck von allem An
fang iln dem Unternehmen seine ganzen persön

11 'hen Bezie>hung-en, seille 1 rnfasscnden wi'sen
ehafrliehel\ llllcncs-en un I grolles Organisarion 

ralenr mit \'oller Hil1l;eblll1f!- widmete>. Er selb,r 
hat auBc'r ausgedebnten vOl'bE'reitencl '11 Arbeitclt 
lind einll"ehcnder Teilnahme an 1'11 eillzelnen Bän
den be. ~nderes Ye1"(li0n-,; durch die Durl;hhlhrUl1~
und Yollendung des \-ierten. der ~[eehanik gewid
metcn Bandes. l;nd \\-enll wir damit heute nodl 
nicllt 7.U Ellde sind, so ist das zum guten Teil auvh 
dem l-m-tancl zllzuschreibell, daß' durch das Er
scheincn handlicher. bis fluf die neueste Z it- fort
gefl\brter Dl1l":>tellungcn der Einzclgebi·ete die 
jÜnooerc Cl nel'ation fÜr ihre ll..rbcit eine feste 
Grundlage und 'ine mächtige .'\nre>gung zu l1eU0r 
Forsehn ng erh icl t. 

lTncl nun lassen Si rni h 11" ieckr zu den a11
gemeinen lktraehtungen deI' Einleitllllg zurÜvk
kehren_ 1Il('in hat uns, lind damit noch vielE'1I 
nach uns, elie mannigfachen Spannung'll und 
ihre Lo uilgen an mathematischen Probl men rnit
erleben las en und mit deren Mitteilnng niema]~ 

gekargt. Das \I-erden in e>rster Linie die :Math0
D1f1t-ikel" zu würdigen wi sen. 

Aber auch ab un'Cnlbehrlic:he Vorarb0it zur 
p: dankJichen Eda ung' eine. physikalis~hell 

\Yeltbildes bewährt sielt die Math matik auf~ 

n ue. W'J1n eli ordnenden Ideen der Gruppen
tlleorie gerade jetzt wieder in eier allgemeinen 
Helati\'itiit theorie, die ja geradezll ein invarian
t nthcoreti~cdle' Prob:em i. t. ihre Kraft bewäh
ren und Klein selbst hicr ri'lst-io- mitschafft. 

Dl1s geistige :Machtmittel. w lches elie Wissell
,chaft gegenÜber eier Wirklichkeit gibt, hat.. er in 
\-iclen A.l1\yeudllugell. geförd0rt und zur Geltung
gebracht. Die J~llz.yklopädie li fE'rt dafÜr reicblich 
eli B I ge im einzel]) 11. 

~o h \I-eiter über den IÜei der Mathematiker 
1 illl1U greift aber di \Virkung der Mathematik 
in l.-utcrricht und Erziehung. Gerade hier wer
den wir Kle·ills ,-\rbeit Zll \'er,,-erten und hoffent
Ji·h Ho·!t rec:ht lange unter seiner eigenen FÜh
rlIug fortzusetzen hab 0. um ,immer wiedcr dell 
Grundsatz zu yert!" ten, daß nur cl rjenio-e Mathe
matik mit Erfolg lehren kann, in dem die Wissen
chafr selbst lebendig _ll" \I-Ol"den ist, daß nur die-

l' dem SchÜler als bleihendes Gut die überzeu
g-ung mitg-eben wird, daß cla~, was richt.ig gedacht 
i t. auch \I'ahr und darum eine notwendige Grund
lage fÜr yernÜnftiges \\-01kn lind Handeln ist. 

Klein und die nichteuklidische
 
Geometrie 1),
 

I-on Prof. Dr_ A. S(;hoe71fZi s. 7-'ronkfl/rf Q. M. 

_-\15 Elein im Jahre- 1 7l . einen ersten epoche
!llauhendel1 Artikel Über di nl<:bteuk1idische Geo
metrie \-eröffentlichte, tand cl' im jugendlieben 

i) ,"Oll den Klein.schen Arbeiten komm-en haupt
siichlich in Betracht die in den }la.bh. Ann. Bd1• 4. 
S. 3i3, Bd. 6, S. 112, Be!. .'Ir, S. 544, B<!. 50, S. 583 
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.'1~'er ,on 22 J ahren.Für die mathematische A11
.!~:;welt haftete einer Geometrie, in der das euk]j
i~he Parallelenaxiom nicht gelten sollte, immer 

noch eine Art paradoxen Beigeschmacks an. Gauß 
hatte seine ausgedehnten Resultate, wie wir au 
einem Brief an Bessel wissen, bei sei nen Lebzei ten 
völlig zurückgehalten; er scheue, schrieb er, das 
Geschrei der Böoter, \\'enn er seine Ansichten ganz 
aussprechen wolle. Die Lehrgebäude, die Lo
batschefsky scllon 1829 und bald darauf Bolyai 
errichtet hatten, \\'aren infolgedessen zunächst 
ziem1ich unbeach tet geblieben; selbst auf die be
\'orzugten Köpfe übt-en sie eine stärkere Wirkung 
erst aus, als die Gaußischen Ideen aus seinem 
1862 veröffentlichten Brief\\cchsel mit Seht<
mache?' bekannt wurden und aEmählich da 

chwergewieht des Gaußischen Namens zu wir
ken begann. Aber doch galt alles ::\iehteukliciische 
:fÜr die große }fas>sc der Mathematiker immer 
noch als etl\'as, 'was z\yar durch seine merkwürdige 
Eigenart anzog, aber sozusagen jenseits der eigent
lichen Mathematik existiertc und ohne Beziehung 
zu realen Problemen wal'. Ein Wandel entstand 
erst, als Riemann und' H elrnholtz die Kraft ihrcs 
Genies an die Durchleuchtung der allgemeinen 
Grundlagen der Geometrie setzten, und lllan er
fuhr, wie sie die nichteuklidischen Auffassungen 
in das Gesamtgebiet der Geometrie einordneten. 
Doch war bei beiden die mathematische B-etl'ach
tung noch ziemlich stark mit spekulativen Gediln
ken verquickt. Dies erleichterte denen, die Gauß 
als Böoter gekennzeichnet hatte, die Angriffe und 
die Skepsis und erschwerte so einen durchgreifen
den Umschlag. Es bedeutcte daher einen wich
tigen Schritt vorwärts, als Beltrarni, nicht lang 
vor dem Eingreifen Kleins .. in den R.aumgebilden 
konstanter KrÜmmung die Träger ein&:; greifbaren 
Bildes der nichteuklidische.n Theoreme aufdecktc; 
iJldem er zeigte, daß deren geodätische Linien 
kurzgesprochen - die nämliche Geometrie be
timmen, wie die Geraden der nichteuklidischen 

Räume. Immerhin blieb aber die Frage offen, 
ob es nicht einen Zirkelschluß bedeutet, wenn man 
mit Begriffen, die durchweg aus dem Euklidischen 
tammen, die Wahrheit und Folgerichtigkeit nicht

euklidischer Lehren ableitete1). Es ist eins der 
Ha uptverd'jel1Ste Kleins, daß er die rei nliche Aus
onderung der spezifisch mathematischen Pro
b~eme und ihre Befreiung von aJJem metaphysi
schen Beiwerk sowohl als not\\endig, wie als mög
lich erkannt hat; er hat der nicht-euklidischen 
Geometrie ein volles und unbestrittenes Bürger
recht in der Mathematik erkämpft und sie zu 

,owie da.g Vorl€6ungsheft über nichteuklidische Geo
metrie vom Jahre 1893. 

über deo allgemeinen historischen Werdegang vgl. 
mao Bonola, Die nichteuklidi.sche Geometrie, übers. v, 
Lieb-mGmn, Leipzig 1908. 

1) Selbst Ca.yley meinte, trotz der v. Staudtschen 
Einführung des Zahlenraums sei wenigstens noch der 
dein einl'$ Zirkelschlusses \'orhnn·den; Gollected 

papers (1889) Dd, Il, S. 605. 

l'iw. 1919, 

einem der reiz\"ollst.en und :lugleich fllJwendungs
reichsten Wissensgebiet.e erhoben. 

Eine glänzende mathematische rhautasic mit 
dcm sicheren Blick fÜr das Erreichbare verbin
dend, VOll dem hohen 'Vert anschauungsmäßigen 
Erfassens geometrischer 'Wahrheiten erfÜllt, zu
gleich stark physikalisch in terC6s1ert und daher im 
Rahmen der na tÜrliehen ProblemsteJJungen blei
bend, niemals dogmatisch, sondern stets rea;istisch 
denl;end, war Klein wic geschaffen, um im :)3ere.i.ch 
der nichteu,kl'idischen Tatsachen und Zwei±"el 
klärend un~ rcinigend zu wirken. Diescm seinem 
mathemat.ischen Naturell folgend, war er sich von 
vornherein klar, daß es nicht Zweck der Mathe
matik war, eine Entscheidung philosophischer 
Fragen zu treffen. Sie hatt-e nur zu prÜfen, ob 
das ParaJJelentL\:iom eine Folge der Übrigen 
Axiome ist oder nicht; die Frage nach seiner ob
jektiven Gcl tu ng oder nach der Eigenart unsere5
('mpirischen Haumes konnte und sollte sie nicht 
\"01' ihr Forum ziehen. Zwar ist und wal' auch 
Klein philosophisch interessiert. Er hat sich übel' 

rsprung und Wesen der Axiome öfters eingehend 
ausgesprochen, abel' stets \"on dem Bewußtsein ge
tragen, daß den 1fflthematiker als solchen die be
sond-ere Stellung, die er C'l'kenntnistheol'etisch ein
nehmen mag, ebellsowenig beeinflussen dürfe, wie 
die Mathematik selbst.. Dcr jugendliche Forscher 
erkannte' daber seine \\'issen'Schaftliche Aufgabe' 
ausschließlich darin, ein in sich konsequ-ente 
Lehrgebäude jedcr möglichen Geometrie aufzu
bauen, dic axiomatischen Voraussetzungen, deren 
mal]. dazu bedarf, mi t aller Schäl'fe und Deutlich
keit herauszusC'hälcll und sie in ihrer mathemati
cben Tragweite zu prÜfen. l-nd er stand in dieser 

Weise nicht nur dem Parallelenaxiom gegenüber, 
sondern auch den sonstigen axiomatischen Vor
aussetzungen, und> war bestrebt, sie eine nach der 
andern zum Ausdruck zu bringen. Er muß in
sofern als ein durchaus bmnlßter Vorgänger deI" 
allgemeinen axiomatisch-geometrischcn Unter
suehungsrich tung geJten 1), die ungefähr 10 J ahr8. 
später in \"oller Ausdehnung einsetzte; zuerst bei 
Paseh und dann spät.er \"on H ilbe1't verI7 011komm
net und voJlendet. 

Die Eigenart des gcistigen Schaffens, die wir 
am Kleinschen Genius bewundern dÜrfen, trug 
auf dem Gebiet dcI' nichteuklidischen Probleme 
VOI1 vornherein den St.empel notwendig-en Gelill
gens. Ich rechne dahin die immer allseitige und 
umfassende Problemstellung, die sichere IntuitioIl' 
für den inneren Zusammenhang scheinbar frem
dester EinzeJresultute, die leichteste Aueignung
und Durchdrin.gung der vorhandenen Literatur 
und ein gläm:endes Geschick für ihrc Vere-in
fachung und gleichzeitige Vertiefung, für ihre 
Vereinheitlichung und ihre Gestaltung zu einem 
plastischen Bilde. So stets im gegebcnen wissen
schaftlichen Boden wurzelnd. hat sein mathema
tisches Schaffen Erfolge von überraschen der 

1) Den wesentlichsten An"toß zu diescl' DCllKwci"e 
dürften Riem.ann und Tlclmltolt.z gegeben haben. 
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. ruchtbarkeit und Tl"agweite gezeitigt. . Uml 
'Irohl nirgends hat sich diese Eigeuart erfolgreicher 
~l'\\·ic.:;en, als in seinen ni "hteuklidischen Unter

uehungen. Erst durch Klein i t nichteuk1idi
-eil ~ Denken ~\·issensehaft.liches Gemeingut der 
Forschung geworden; weiten. Gebi.eten des 
. "haffens 1.lOd FOl"tschreitens hat el' dadur'h 
11f:ues Blut und neues Leben eingeflößt. 

Als Klein seine nichteuklidischen Studien be
trann. lag für die Geometrie der Lage ein Lehr
;:rE'bäude in methodischer 'Vollkommenheit und fast 
I üekenloser Schärfe und Beweiskraft bereits zw.ei 
·J"ahrzehllte hilldureh \"01': das Lehrgebäude, das 
Oh,.. c. Sta-udt mit der Vollkraft geometrischen 

. 'cILauen& errichtet hatte1). Ebenso bestand' seit 
Über 10 Jahren eine allo-em ine Theorie der Maß
betimmung, die Englands damaliger erster Mathe
ma tiker .A. Cayley. geschaffen ha tte2); eine Theo
rie. die sich auf formentheoretischer Grundlage 
"erhebt und die gewöhnliche euklidische Maßbe
stimmung al Modell benutzt. Sie gipfelt in 
<eincm doppelten Re ultat. Erstens erweisen sich 
die metrischen Eigen chaften einer Figur nicht 
.als Eigenschaften, die ihr an sich zulwmmen, ·SO.l1

·(lNn \'ielmehr al projektive B.eziehungen zu einem 
:ge\\'i sen "absoluten" Grundgebilde, und zweitens 
ordnen sich auf die e \v~eise die metrischen Eigeu
(;haften in das umfassende Gebiet der allgemeinen 

Jlwjekti\'en Be2iehungen ein. Beider Männer 
'Geist sarbeit hatte aber den JÜnger, der sie zu 
werten. und zu mE'istern und harmonisch zu ver
hinden verstand., noch nicht gefunden. 1st doch 
'<leI' Teil der Staudtschen Schriften, der durch die 
Abstl'aktheit seiner GedankE'l] und Beweise dem 
EindringE'll. die meiste Schwierigkeit darbietet, 
nämlich die Theorie der \Vürfe und die Erörte
rung der imao-iniir'n Gt>'bilde, erst nach Klein, 
un.d viclJeieht sogar erst unter der Wirkung seiner 
Arbeiten, einem größeren Publikum erschlossen 
·worden. Die geringe Ausbreitung der Cayley chen 
Resultate ·i~t weniger \"erständlich; aber auch 
Gayleys YorgängE'r Lagtl,erre, hatte im we eTht
lichen ein gleiches Geschick getroffen3 ). An
,yendbarkeit und Tragweite ihrer Resultate mußten 
'üffenbar so lange in der Tiefe schlummern, bis 

ie dur·h Kleins intuitive "Erfassen zum Leben 
lind 'Wirken erweckt wurden. Jedenfalls ist Cay
Zey selbst an der - lllan muß heute sagen offE'n
kundigen - Beziehung seinE'r Resultate zum 
i\ichteuklidischen vorbeigegangen. Sie lagen nicht 
.auf seinem Wege. FLlr ihn handelte es sich nur 

arum, die tatsächliche geometrische Maßbestim
mung auf der Graden und im StrahlbÜschel, wie 
sie'in der Ebene lind auf der Ku.gel gilt, als Son
·derfälJe. seines allgemeinen An atzes nachzu\yei

'} Geometrie -der Lag-e. UM Beitr,ige zur Geometrie 
'der Lage, Niirnberg 1847 lind Erlangen 1856/57. 

2) A sixt i'.1emoir upon quantics; Phil06. Trans
"dions, Be!. 149 (1860), S. 82. 

. 3) Von [n,qll·crr-e stammt die Definition des Winkels 
mittels ·de Doppelverhältnisl;es der Schenkel gegen 
die Strahl{)o. nach den IÜeispu.nkten; Nouv. Ano.. de 
lllllth. Be!. 12, (18;33), S. 6.4. 

sen1 ). Daß sich die dret Fälle möglicher Maß
bf>stilllmung, die in den drei Geometrien gelten, 
unmittelbar ergeben, wenn man das Cayleysehe 
absolute Gebilde geeignet wählt, konnte erst 
jemand erkennen, bei dem der Blick für die Ver
\\'n udtschaft mathematischer Gesetze so entwickelt 
war, wie bei Klein. nd diese Erkenntnis mußte 
um so stärker wirk-eu, als doch klar war, daß man 
es bier ntcht, wie bei der Beltramischen Deutung, 
mit inem unvollkommenen \.bbild der nicht
euklidischen Beziehungen zu tu n ha tte: sondern 
mit ihrem ureigensten inneren V\ esen, 

,Für Klein ist es stets ein wis enschaftlich-es 
Gebot gewesen, die Darstellung geometrischer 
Dinge den anschaulichen BeJürfnissen anzupassen; 
er wußte, daß geometrische Wahrheiten ohne gleich
zeitige Vorstel1'barkeit nur unvollkommen ver
standen werden. Der von Ca.ylcy eingeschlagene 
'Veg, der direkt \'on den Koordinaten ausgeht, war 
daher für ihn nicht gangbar. Die Cayleysche 
1.Iaßbe timmul1,g mußte vielmehr in Heuer und 
freier Weise auf projektiver Grundlage aufgebaut 
werden. Es gelang ihm, indem er dem aJgebra,isch 
starren Gerüst der Cayleyschen Formenth-eorie die 
Beweglichkeit des projektiven :Mes-sens einflößte; 
sie fÜhrte ihn selbsttätig zu den linearen Trans
formationen und zu ihren Gruppen. Auch heute 
noch wird man die große Wirkung nachempfinden, 
die elie Kleinschen Gedank<'ngänge durch ihre 
Einfachheit, durch die Energie ihrer GedankPn 
und die ihnen innewohnende wissenschaftliche 
tiberzeu.gungskraft auf die damalige mathemati
sche Welt unzweifelhaft ausgeübt haben. 

Klein geht, wie Riema.nn von der natÜrlichen 
Frage aus, worin überhaupt das :Messen besteht, 
und nach welchen Regeln e vor sich g-eht. Sieht 
man von de e\'identen GesetiZen der Addierbar
keit der trecken und WinkE.'! ab~), so setzt es in 
erster Linie die Her teilung eines :M:aß-stabes vor
aus; d. h. al 0, di Erzeugung einer mathemati
schen Skala, die, \"on einer irgendwie gewählten 
Einheit ausgehend, zu allen LällJgen führt, die ein 
Vielfaches oder einen rationalen Teil der Einheit 
darst,elle-n. Das Zwei te ist die besondere Art der 
Benutzung des Maßstabes; sie ruht darauf, daß 
die Skala 10 in sich verschiebbar sein muß, wie 
dies einem Maßstab eigen ist; eine Beweo-ung, die 
einen Skalenteil in einen andern Überführt, muß 
dies für jeden Skalenteil leisten, während sie 
alles, was "unendlich fern" ist, natu,rgemäß fest
läßt, Gemäß der Cayleyschen Grundanschauung 
ist aber die Metrik eine Beziehung projektiver Art 
Zll einem g-ewi Sen absoluten und invarianten Ge
bilde. Jede der eben g-enannten Bewegungen des 
Maßstabe erweist stch daher als eine eindeutige 

1) Gayley erkannte in bpsondere, da.ß sein absoluter 
Kegel chnitt, der in der Ebene in ein Punktepa.ar 7.er· 
fällt, auf .der Kugel ein Kreis ist, und 7.\\'ar ein 
imaginiLn~r, und daß dies die Ursache der vollen 
Dualität der lSphiirischeo. Geometrie ist (a. a. O. S. 89) . 
Ob Gayley die Arbeit VOll LQgllerre kannte, \'ermag 
ich nicht zu sagen. . 

2} Es istl~+23=13, 12+21=0 usw. 
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und projektiye, also lineare Transformation, und 
Z\\'ar als eine, bei der einerseits die uuendJich
lern.en Elemente, andererseits auch die Elemente 
des absoluten Gebildes fest bleiben; diese El"mente 

eHen daher suwohl diB Doppelelemente der linea
ren Transformation wie auch die Elemente von 

lJ.yleys absolu[0m Gebilde dar. Damit, war die 
ette der Argumente geschlossen, und die Einord

nung der Cayleyschen Metrik in die projektive 
Geometrie crreicht. \\-ählt man als absolutes Ge
bilde insbesondere zwei ree]]e, zwei imaginäre, 
oder zwei zusammenfa]]ende. Elemente - womit 
alle ffIöglichkeiten -erschöpft sind -, so erstehen 
die Maßbestimmungen mit zwei reellen unendlich
fernen Element.en, zwei imaginären, oder einem 
reeFlen; also d,ie Loba tschefskysche Geom€trie, dic 
euklidische, und endlich diejenige, auf die Rie
mann zuerst hingewiesen hat, und bei der die 
Gerade eine endliche Länge bC'S>iiJzt. Sie ist i 11 

demjenigen Elementargebilde realisiert, das der 
Gerade11 dualist,isch gegenübersteht, n.ämlich im 

rahlenbüsuhel; die Gesamtheit aHer Winkel be
itzt den Wert 2 TC, und ihr absolutes Gebilde ,~rird 

,-on den nach den imagiriären Kreispunkten zie
lenden Stl:ahlen gebildet. 

Eine l'ineare Transformation ist nur in ei.em 
Zahlenraum ausführbar. :Mit Riem.ann und Helm
kaUz von vomheTein elen geometrischen Konstruk
tionsraum als Zahlen raum einzuführen, wal' fÜr 
den Brbauel' eines geometrischen Gebäudes nicht 
angängig'. Aber der Meister allel' projektiven Bau
kunst, Chi'. v. Staudt, hatte ja, wie oben erwähnt, 
den Bau 'bereits im wesentlichen. errichtel und 
die Umwandlung des geometrischen Raumes in den 
Zahlenraum gelehrt, Auf die Fundamente des 
J3aues und d,ie Art seiner Aufmauerung näher ein
zugehen, kann unterbleiben. Es genüge der Hin
tI'eis, daß Klpin VOll yornherei n die LÜcken er
"kannte, die noch zn H'rkit.ten waren, und auch 
über den Kitt, der die Festigkeit des Baues ver
bü.rgte, nicht im Zweifel t\·ar.Um zweierlei han
delte es sicht Die Staudtsche Darstellung ruhte 
auf dem Parallelenaxiom und mußte deshalb yon 

ieser il11'el' Grundfage befreit werden. Es gelingt, 
indem man alle Konstrurktionel1' zu~ächst in einem 
endlichen Raumteil vornimmt, den man dann zu 
erweitern, und falls nötig, durch ideale (un'eigent
'icbe) Elemente zu ergä1YZen hat~); was ja. schließ
'eb im euklidischem Raum durch Hinzufügung der 

unendJichferuen Elemente in ganz analoger Weise 
~sehieht. Freilich entsteht dabei z~nächst die 
Schwierigkeit, daß ein Grundelement, wie die Ge
rade. dem begrenlZten Ranmteil, iil dem man 
l')pleriert, nicht vöJJ.ig angehört, und daß daher die 

onstruktionen und Beweise, die zur Bestimmung 
~ vierten hal'monischen Punktes, nötig sind, in 

illusorisch werden können. Da aber in 
j4'Uem n.aumteil vollständige Gl'undgebilde Ei"rster 
lUhi höherer Stufe, nämlich Büschel, und" Bündel 

• ' Ein HiU\n~js !l1~f solcbe idealen Elemente find-et 
bereits bei lJeUmmi, Giorll. d1 mat Bd'. 5 (1867), 

yorllanden sind, so lassen sich die Staudtschen.. 
Konstruktionen llnd Beweisgänge zunächst fÜr sie 
durchführen u'nd dann allf die unbegrenzten. 
Grundgebilde, mittels Him~l1nall1l1(' dC'r idealen 
Elemente übertragen!). Klein zeigt dies sogar in. 
der '\Teise, daß er nicht mit Geraden und Ebenen,. 
sondern allgemeiner mit Runen und Flächen ope
riert, die den für den projekti\"en Aufbau grund
legenden' Axiomen des Schneidens und Verbi1.1dens. 
und der Anordnung genugen. Die zweite ilot\ven
dige Ergänzung des Staudtschen Lehrgangs 
stand in der axiomatischen Ein,führung dcr geo
metrisch-en Stetigkeit und ihrer Beziehung zur
Irra tional'zal112). Heu te, wo uns der Gegensa t4. 

zwischen der abzäblbaren :Menge und dem Konti
nuum so geläufig ist., wie das Einmaleins, ist es· 
ja evident, daß ein konstrukti'-es Yerfahren. 
das mit einer endlichen Zahl yon Grundpunhen 
beginnt, nur eine abzähJbare :Menge yon Konstruk
tionspunkten lieferllJ kann, und daß daher jeder
Beweis des Fnndament.alsatzes, der nicht durch ein 
Axiom übel' die Abzählbal'keit hinausführt, Ye;t

sagen, muß. Klein hat hierzu in. seinem zweiten 
Artikel zuerst des näheren Stellung genommen; 
indem er die Forderung aufsteHt, daß jede auf 
einem Grundelement erster Stnfe vorllandene 
R.eihe nnendlich vieler konstl'uktiyer Pnnkte eill> 
Gr,enzelement bestimmen soJl, das dem Gebilde
angehört und zugleich alle asiomatischen Eigen
schaften der Konstruktionspunkte b€s.itzt"). Da
mit war die Stetigkeit des Raumes auf pJ:ojeld,iyer
Grundlage für das damalige mathematische Den
ken in der gleichen 'Veiw eingeführt.. wie di 
Jrrationalzahl von Canto/' und Dede7cind. Genall 
genommen muß man freilich auch noch das archi
medische Axiom YOl'auS'Setzell, dessen EinfÜlu'ung 
und Bedeutung man erst in späterer Zeit ZOll 

würdigen gelernt hat4). ~achdelU sodann 
noch .im Anschluß an Kleins Arbeiten der Bewei 
geführt war, daß die Staudtschen Konstruktions
punkte das Elementarg'ebilde iiberall dicht be
decken, war d'er Beweis des Funda men tal&a tze.s
einwandfrei erledigt. Klein sl,lb&t hat dafür spä
ter Doch eine eigene DarsteJ.lung' gegeben, um 
auch hier dem BedÜrfnis nach ("'illfacher und 'nn
schaulicher Erfassung möglichst gerecht zu \I'er
d'en. Sie lehnt sich an die analogen Verhältl1iss(' 
der Moon1figur an und ruht darauf, daß jede 
1'ineare Substitution mit gnnzzahligen Koeffizien
ten einer endlichen Zahl einfachster Substitl1tio

') Hierauf wies BehOB der erste "\rtikel hin; Bd. ·L 
S. 623. Eine. ausführliche Dar.stAllltlll'g gab spiiter 
F. SC7U'T, ~1,atb·. Ann. Bd. 39, S. 113. 

2) Die oben erwäbnt.e Schrift von Bonola. bat llud. 
ui-e vielen elementa.ren Beweise der \Vinkelslll'Jl1l1(' 
dar.aufb,in geprüft, inwiefl'rrt sil:' di0 Stetigkeit 111111 d::t.'
Axiom des Arcbjmed~s benutl.en. 

3) Bd'. 6, S. 140. J n aller l\Unc \\. i l'll l1 ie F l':1ge
''euch schon in TId. 4, S. 582, gest,reift. 

t) Vgl. dns Kleinscbe Gutachten zur el\,>ten '\'1'1'
teilung -d-es Lobatschefskypreises, a.bgedruckt in )Jath . 
Ann. Bd. 50, S. 594. Dehn hat spater den EioHuB 
-des AxiQlns auf de.n Satz über die Wiukf,lslirUloe er
örtert. Math. Ann. ;}.1, S. 405. 
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neu äquivalent i t, fÜr die der De"'eis unmittel
bare geometrische Durchsichtigkeit besitzt. 

Der analytischen Behandlung der so mit 
teti.gkeit ausgestatteten projektiven Elemen tar

gebilde erster und höherer Stufe tand Dun nichts 
mehr' im Weg . Die erste Aufgabe war, cl ie oben 
""enannte -Skala wirkE h zu konstruieren; da sie 
gnwdlegend ist, seb>.€! ich die einfache Art, in der 
]Oein zu ihr und zum Wert des AbstaHdes ge
langte, hierher, Wählt man auf dem Gebilde 
er tel' Stufe (:;l.lso der Geraden oder dem Strahl
hÜschel) die Fundamentalelemente der linearen 
. ubstitution als Elemente Xl = 0 und Xz = 0 
homogener Koordinateo und setzt Xl/X2 = Z, so 
-ind z = 0 und z = 00 die Fundamentalelemente, 

ud die lineare Substitution hat die Gleichung 
Z' = i... z. 

Th.re wiederholte \uweudung liefert aus' j dem 
Element Zl die un1)ogrenzte Reihe kon kutiver 
EI mente 

ZI' I Zp l..2Z1J !\.1't.z IJ 

lind es hat das Element, dem der Zahlenwert "nz l 

-entspricht, von Zl den ganzzahligen Ab and n. 
Analog el:gibt S'ich, faUs 0. eine rationale Zabl 
ist, als Abstand' de Elementes f."Z\ von Zl der 
Wert fI., und gemäß dem Stetigkeit.saxiom gilt 
die nun auch für irrationales 0.. Damit ist 
t~ine dem Kontinuum entsprechende lückenlose 
Skala herge te1Jt, Als Entfernung irgend zw i I' 

l' lnkte z und z' folgt. noch (durch 'Ir I'gleich 
1h rer Abstände yon Zl) der Wert 

log z'/z; log ,,= clog z'/z, 
er Quot.ient z'fz ist aber das Doppelvel'hältnis 

der Element.e z' und Z mit derr Fundamental
Jementen Z = 0 und z = 00, und das Cayleysche 

Hesultat ist gewonnen, und ogar 'in yerallge
leinertel' :Form. Als Maßunterschied zweier 

Elemente eine Grundgebildes erster Stufe ergibt 
-sich der mit einer Konstant.en multiplizierte 
l.ogarit,hmus des Doppeherhältnisses, das sie 
Init dem absoluten Gebilde bestimmen. Die Ver
.llgemeinerung, die in der Konstanten c liegt, ist 
""OU we entlicher Bedeutung; sie erst ermöglichte 
die große Ausdehnbarkeit der nichteuklidischen 
Denkweise. Ein reelles c liefert die Metrik mi t 
,zwei l1nendIichfernen Elemen ten, wie sie für die 

;erade dcr I,obatschefshschen Geometrie gilt; 
-('i'n imaginäres c die ohne unendlichferne EI 
mente, die im Strahlbüschel und Ebebenbüschel 
jeder Geometrie gilt.. Die Metrik mit einem un
<.'Ildlichf rnen Element ergibt sieb für unendlich 
~roßes c; es bedarf dann noch eine geeign ten 
Grenzüberganges, um die Formel in die euklidi
-sehe Abstan-clsformel ÜberzufÜhren. Die drei so 
.;;ich ergebenden FäHe ha t Klei1'/, als hype1'bolische, 
-elliptische und pa1'abolische Geometrie bezeichnet. 

Die große Bedeutung dieses Ta t,best.andes 
besteht darin, daß mit ihm auch die Grund
lagen für die nichtcuklidische Geometrie der Ge
biete höherer St.~fc bereits geSChaffen waren; es 
bedurfte nur der Ausführung im einzelnen. In 
(er 'Ebene hat man einen Kegelschnitt 0,. im 

BÜndcl einen Kegel K" im Raum eine Fläche F" 
als absolutes Gebilde zugrunde zu legen. Fü!: 
jede Gerade g liefern dann ihre Scbnitt.punkte 
mit dem C~ oder d'er F 2 das absolute Gebilde deI' 
auf ihr herrschenden Maß bestimmung ; ebenso 
ste1Jt der chuitt eiuer Ebene E mit der F 2 den 
absoluten Cz für diese Ebene, der \"on einem 
Punkt P an die F z gelegte Tann-entialkegel den 
absoluten Kz fÜr da um P herumgelegte Bündel 
dar us\\'o US"·, Einer Bestimmung bedurfte noch 
das Gebiet der eigentlichen Punkte. Es ist da
durch fe tgelegt, daß die Maßbe timmung im 
Büschel lLUd BÜnd'el in allen drei Geometrien 
elliptischer Natur is't; ein Punkt ist also als 
eigentlicher nur dann zulässig \veon das Paar 
der von ihm an den O2 gelegten Ta.ng·enten oder 
der an die F 2 gelegte Tangentialkegel imaginär 
ist. Endlich ist noch einigen natÜrlichen Forde
rungen Rechnung zu tragen. An sicb führt jede 
Wahl der Konstanten 0 sowie jede Wahl der 
quadratischen Form Q, die gleich Null geset.zt. 
das absolute Gebilde darstellt, zu einer formal 
möglichen Geometrie. Man wird sie aber nur 
dann als praktisch zulässig ansehen, wenn sie bei 
geeigneter Wa.hi der Konstanten c gewisse Reali
lätsforderungen erfüllt; z. B. daß reellen und zu
gleich eigentlichen Punkt,en ein reeller Abstands
wert zukommt, daß der Maßunterschied zwcier 
J:eellen voneinander verschiedenen Elemente nicht 
Null ist u ''11'. Von dieser Forderung aus ergaben 
sich, genau wie bei Riemann, fl"rr jeden Rn. immer 
nur drei mögliche Typen \"on Geometrien; die 
hyperbolische, die elliptische und die parabolische. 
Die nullteiligen und die ovalen }\ liefern 
die elliptische und die hn>erbolische Geometrie, 
und die ~\.usartung der F 2 in einen doppelt zu 
zählenden O2 die parabolische. Ist dieser C2 in
besondere der ·imoginäre Kugelkreis, so 'wird die 
paraboli che Geoi'netrie zur euklidischen, 

Die Tragweite dieses einfachen Sachverhalts 
war -zunächst die, daß von ihm aus viele Einzel
sätze der nichteuklidischen Geometrien als Folge
rungen von fast unmittelbarer Evidenz erschienen. 
Vor allem abel' schlang er um Resultate, bei denen 
yorhcr gerade ihr gegensätzlicher Charakt,er als 
bemerkenswert erschienen war, das ein igende 
Band und ließ sie als AusdrÜck!' einer und der
selben geometrischen Gesetzmäßigkei t erkennen, 
Zu den Zeiten von Gauß hatte sich noch jeder 
einzelne Bearbeiter nichteuklidischer Probleme 
seinen eigenen 'Weg gebahnt; damals war es l1ur 

das Genie eines Gauß gewesen, das die EinzeI
resultate in die innere Beziehung Zll setzen ver
mochte, die .ihnen zukam. Selbst Beltrami hat 
noch zum Riemannschen R,aum positiven Krüm
mungsmaßes einen etwas engen Standpunkt ein
genommen1), Es ist auch ~'erständlich; daß die 
im Euklidischen befangene Anscbauung, der 
die Phantasie fehlt<>, aus ihm projektiv heraus
zutreten, zu den einfachen Vorstellungsbildern 
der nichteuklidischen Metrik ni,c~t gelangen 

') Ygl. S. i!"\::l. 
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onote. AHes dies hat sich mit dem Erscheinen 
on Kleins Arbeiten von Grund uus geändert; sie 

vermochten hier in gleicher \Veise den Sonder
eharakter der Einzehesultate abzustreifen, wie es 
~iß projektive Methode lange vorher im Bereich 

er gewöhnlichen Geomet.rie getan hatte. Einige 
:Beispiele mögen dies darlegen. Man braucht nur 
.einen StrahJenbiisehel mit einer Geraden oder 
·in. Strahlenbündel mit einer Ebene zu schnei

<len, lind al1f sie die elliptische Geometrie des 
nÜsche!s oder BÜndels sozusagen perspektiv zu 
übertragen. um a l1f der Gernden um] der Ebene 
in unmittcl1.Jnr anschaulicher Fonn ein Bild der 
elliptischen Metrik zu gewinnen; insbesondere 
liefert noch der Schnitt der Ebene mit dem abso
luten K e des BÜndels den absoluten C2 der ebenen 
JJaBbestimmung. Da die oben geuan nte Realitäts
forderung fü r die Konsta nte c im hyperbolischen 
Tall einen reellen, im eJJiptischen einen rein 
imaginären \Vert bedingt, so wl1rde die im ele
mentaren Lehrgebäude höchstens äußerlich ver
ständliehc Tatsache, daß die hyperbolische 
Trigonometrie aus der sphärischen durch den 
t1bergang von einem reellen zu einem imaginären 
ICu.gelradius eutspringt, mit einem Schlage durch
sichtig. Ein weiteres Beispiel bildeten alle Sätze, 

ie Kreise und Kugeln sowie ihre Ansartungen 
betreffen. E:reise stellen sich in aJlen drei Geo
metrien als solche Kurven zweiter Ordnl1ug dar, 
clj(; mit dem absoluten C~ zwei Tangenten gemein 
hn hen, Kugeln als solche Flächen zwei tel' Ord
Ilung, die die absolute F:i liings eines ebenen 
Schnitts berühren. Ebenso durchsiehtig wurde 
die Eigenart der Grenzlinien und Grenzflächen 
(kl" hyperbolischen Geometrie sowie auch die Tat
",nche, daß die Maßbestimmunz auf ihnen para
holisehen Oharakter haben muß. Ist sie doch für 
jeden Kreis und jede Kugel derjenigen perspektiv 
zugeordnet, die in dem ~[ittelpunkt henscht, und 
diese geht. wcnn der Mittelpunkt ins Unenflliche 
rÜckt, in die parabolische Über. 

Eine grundlegende Bedeutung kam noch der 
Trflge nach den nichteuklidischen Bewegungen 
zu. Und das um so mehr, als Helrnlwltz gezeigt 
hatte, daß man sich auch von den Bewegungen 
UII([ ihren Eigenschaften aus einen gangbaren 
\\" cg zu den nichteuklidischen Theorien bahnen 
kaml. Kleins projckti\'el' Ausgangspunkt lieferte 
,wch J!1 diesem Punkt eine Übersichtliche und 
eillheitliche Antwort. Daß als Bewcgungen nur 
gewisse projektive Transformationcn der Ebene 
oder des Haumes in Betracht kommen konnten, 
"'ar evid.eut. Im übrigen mnßte das euklidische 
Verhalten wieder als Mode1J benutzt werden, und 
die Ideen des Erlanger Programms mußten die 
Hlchtlinien der Untersuchung abgeben. Die Auf

abe, die sich diesem Programm g.flmüß einstellte, 
~'ar die, die Gruppen projekti\'er Transformatio
nen ZH finden, die in jedem einzelnen Fall die 
gruppen theoretische Grundlage der Metrik dar
stellen. Der Tatbestand für die euklidische :Me
trik, \:on dem auszugehen ,,·ar,. ist andererseits 

der folgende: Die met.rischen Eigenschaften sina 
kovariante Beziehungen zu den absoluten Gebil
den; als Operationen, fÜr die die Kovarianz sta tt
findet, kommen die Bewegungen und U mlegungen 
in Betracht; solcher gibt es für die Ebene 003 . 

für den Raum 006 , und jede dieser Bewegungen 
und UmJ.egungen führt das zugehörige absolute 
Gebilde, also Kreispunkte und Kugelkreis in sich 
Ü·ber. Die projektiven Transformationen, die in 
den nichteuklidischen Fällen an die Ste]]e dieser 
Bewegungen und Umlegungen treten, mÜssen c1~s 

absolute Gebilde gleichfalls in sich überführen. 
Solcher gibt es für einen O2 ebenfalls 003, und 
für eine P2 ebenfa]]s oo~, und damit waren sie 
bereits als die entsprechenden nichteuklidischen 
Gruppen für Ebene und Raum erkannt. In bezug 
auf sie stellt also jede nichteuklidische metrische 
Eigenschaft eine kovariante Beziehung zum ab
oluten Gebilde dar. 

Es .galt jetizt nur noch, von den Operationen, 
die die absolut.en Gebilde in sich überführen, zn 
den zugehörigen Bewegungen und Umlegungen 
für die ga·nze Ebene, den Bündel und den Raum, 
zu gelangen. Für Ebene und BÜndel war die 
Lösung unmittelbar gegeben. Jede projektive 
Transformation, die den absoluten O2 einer Eben 
in sich überfÜhrt, läßt zwei seiner Punkte, P
und pu fest; damit auch ibre Tangenten und 
deren Schnittpunkt O. Ist der O2 reell, so liegt, 
"'ie im Euklidischen, eine Bewegung oder Um
legung vor, je nachdem jeder der beiden Punkte 
P' und pu für sich fest bleibt., oder beide sich 
gegenseitig vertauschen1). Die ebene Bewegung 
erscheint also unter dem Bilde einer Drehung um 
den Punkt 0; in Verallgemeinerung des euklidi
schen Hauptsatzes der Kinema tik. Jeder PunJ,t 
bewegt sich auf dem Kreise, der den absolut.en 
C" in P' und pu berÜhrt. 

Von besonderer Eleganz ist die LösuJ;lg des 
Problems in dem Fall, daß eine Iwllteilige F 2 das 
absolute Gebilde darstellt, die Met.rik also von 
ellipt.ischem Charakter' ist. Es ist. die Geometrie. 
die OliffO'l'ds phantasievoller Fläche vom Krüm
111 ungsmaß Null das Leben gab; und· diese Fläche 
ist es auch, für die Klein seine Ideen gestaltete. 
Er knüpft dazu an die auf jeder F 2 vorhandenen 
Geradenscharen an. FreilIch sind sie auf einer 
nullt.eiligen Fläche imaginär; aber sie sind es i t 

einer Weise, die gerade mit ihnen als Hilfsmittel 
zu den reellen Bewegungen der F 2 und des Rau
mes führt. Sie dürfen desl1alb eine nähere Aus
führung bL:anspruchen. Sieht man zunächst von 
den Realitätsverhältnissen ab, so ist klar, d:lI'\ 
diese Geraden bei jeder der 00° Kollineationen, 
die die F 2 fest lassen, ebenfalls in. 'Sich Übergehen, 
und zwar entweder jede Schar für sich, oder 
wechselweise beide ineinandE't'. Sind), und IJ. die 
Parameter bei der GeradensC'haren, so entsprechen 

1) Im elliptischen Fall kann man Umlegungen und 
Bewegungen nicht. unterscheiden. Hierauf wies' Study 
bin i Math. Ann. 39, S. 501. 
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die Bewegungen io ..besonJer(' denjenigen Substi
tutionpu, die in den Gleichungen 

J1_UJ,+ß ,Udk+ß1 
, - y A+ /)' I.l. = Yl I.l. + Ö; 

ihren Ausdruck finden; ihr einfachster Typus ist 
offenbar derjenige, der n1H' A oder nur I-l. trans· 
formiert. Wird nur A transformiert, sO geht jede 
f!-Gel'ade in tiÜ.:h Über; die ),·Geraden vertauschen 
..ich untpreinundl'r, aber so, daß zwei von ihnen, 
11 und 12 , fe,;t bleiben, und zwar Punkt für Punkt. 
Die f!-Gerad('n (·!·,,"heinen also als Strahlen einer 
~ewissen Kongruenz, die die Geraden hund 12 

als Leitlini('n be ... iLzt, und es bewegt sich jede 
Il·-Geradl' in qich. Damit ist auch bereits die aII
l:\'emeine BeWt'f!llllg des Raumes ersichtlich, die 
dieser BI'W('!iUIlg der F 2 in sich entspricht; sie 
Iwun nur leine solche sein, bei der jeder Strahl 
der ebeu genannten Kongruenz in sich gleitet. 
l)ie zugehörige projekti\'e Transformation ist also 
I·ine windschi.'j'c P<'l'~pektive. Klein bezeichnet 
.. je al6 Schiebung. Alle Punkte rÜcken auf ihren 
It-Strahlen um rias nämliche StÜck q> fort, und 
('benso dreht ,;iL:h zugleich jede Ebene um den 
ia ihr lipgentlen I-l.-Strahl um diesen 'Winkel Ql; 
der Sinn dieser Drehung ist bei den A·Strahlen 
und I-l.-Strahlen (·in entgegengesetzter. Dies führt 
noch zu der eitwnaniQ'en Folgerung, daß man die 
Schicbungrm als nir'hteuldidische Sclrraubungen 
auffassen kaDn, für die jeder der 002. Kongruenz
strahlen eine S<;hl'aubenaxe darstellt. 

Der R.piz dieser einfachen Lösung besteht nun 
insbesondere darin. daß die so eingefÜhrten 
Schi('bungen bC'i d('n Dullteiligen Flächen reell 
All;;faIlpn. Bei ihnen besteht nämlich jede Ge
raden,;"h,tr in Kleinscher Ausdruck weise aus 
hodlimag-iuiir('U Geraden, da sie ja einen reellen 
Punkt nicht enthalten können' doch so, daß in 
der f'inzelnen Sehar zu jeder Geraden' auch ihre 
konjugiert imaginäre auftritt. Dies bewirkt, daf3 
die Geraden 71 und l2 ebenfalls konjugiert 
imaginär sind. Damit ist aber die zugehörige 
Kongruenz, also auch die ihr entsprechende Schie
bung als eine reelle erkannt; und es foLgt weiter 
noch, claB von den bei den A- und I-l.-Schiebungen 
Jie ein(' rechtsgewunden, die andere link,;;gewun
den ist. 

E,-; isl heute nicht ganz leicht, den außer
orden tlichen Eindruck abzuschätzen, den Kleins 
Anfsätze aus den AnnaJenbänden 4 und 6 911S

gelö~t haben mögen. Die Zahl der an sie unmitte!'
haI' anknüpfenden Arbeiten ist freilich keine 
,große: hatte er doch die Einzelfolgerungen fÜr 
Bbene und Raum in der Hauptsache schon selbst 
geZGIgen. Von jÜngeren Gelehrten, die sich sofort 
von seinen Ideen fesseln ließen, und seine Resu 1
tate weiterführten, nenne ich besonders Linde
mann1 ) und d'Ovidio 2). Beide dehnten alsbald 
die nichteuklidischen Maßbpgriffc auf den Linien-. 

1) )htb. Ann. Bd. 7' (18i3) S. 56. 
2) Ann. di Mat. (2) Bd. 6 (1873), S. i2. und )lat1l . 

. \nn. 12 (1877) S.403. Hier werden die Ma'Bfunktioocn 
11"", nichteuklidischen Rn eiog-ehender erörtert. 

raum aus auf der Grundlage, die schOll im Er
langer Programm enthalten war. Lindeman1~ 

stellte außerdem die Kinematik und die Kräfte
lehre auf nichteuklidischer Grundlage dar und 
zeigte, wie die von Ohasles, Poinsol und Möbius 
gefund uen . ätze über un-endlichkleine Bewegun
gen sich sil'lng mäß nichteuklidisch übertrugen. 
Seine Resultate fesseln insbesondere dadur oh, 
daß im .l: ichteuklidi cheu auch für die Metrik 
eine \'olle Dualität fÜr bstand und Winkel be
steht. Translation und Rotation sind hier \'öllig 
gleichwertig; eine Translation ist zugleich eine 
Rotation um ihre Pola re bezÜglich der absolu ten 
]1'2 und umgekehrt. Die analoO'c Dualität gilt in 
der nichteuklidischeu Statik für Einzelkraft und 
Kräftepaar1 ). In den letzten Jahrzehnten ha t die 
projektive Auffassung des Jichteuklidischeu auch 
auf die Lösung von Einzelproblemen vielfach för
dernd eingewirkt. Die Huuptwirkung der Klein
sehen Arbeiten besteht aber darin, cl'aß sie all
mählich das ganze nichteuklidische Denken mit 
projekti I'em Ueist erfÜll ten; ebenso haben Ul11§!f~

kehrt die nichteuklidischen Gedankenkreise be
fruchtend auf die projektiven Probleme einge
wirkt. Seit geraumer Zeit ist nichteuklidisches 
und projektives Denken zu einer untrennbaren 
Einheit verschmolzen. Probleme von .großet" 
Tragweite und Fruchtbarkeit sind in den letzten 
Jahrzehnten in diesem Sinne erdacht und gelö t 
worden; es mag genÜgen, an die sehr allgemeincn 
und weittragenden R.esultate zu erinnern, die 
8tudy über den Linienraum und seine nicht
enklidischeu Eigenschaften gewonnen hat. Sie 
sind durchaus aus der \'on Klein. gestreuten Silat 
erwuchsen. 

Einige Einzelfragen, die Klein solb t in den 
Krei seiner Betrachtung gezogen hat, mögen 
hier noch zu kÜrzerer Erörterung gelangen: 

1. Ein großer Erfolg des Kleinsehen A.nsatzes 
\\'ar die volle Einordnung der Rieman'Dschen Ge
dankengänge in den TI.ahmen des projektiven 
Schließens. Den Riemannschen Ausgangspunkt 
bildet der Zahlenraum und die definite quadrati
sche Differentialforrn, die das Linienelement be
stimmt. Da bei Klein gleichfalls eine quadrati
sche :Form Q als fundamentales Gebilde zugrunde 
liegt, so springt die analytische Gleichartigkeit 
des AusgaDgspunktes sofort in die Augen. Die 
Aufgabe wal' also nur, den Weg zu finden, der 
die innere übereinstimmung der Problemstellung 
ius Licht setzcn konnte. Klein erschuf dazu 
den Begriff der Berührung zweier }faßbe
stimmung·en. Liegt nämlich irgendeine. all
gemeine Maßbestimmung 'vor, so kann man eine 
parabolische so wählen, daß ie in d r Umgebung 
eines Punktes P mit der um ihn herum herr
schenden infinitesimal überein timmt, und diese 
Umgebung' ist um so größer, je größer der Wert 
der Konstanten c ist. Dies Verhältnis beider 

1) Einige Anwendungen auf die Dynamik gab Klein 
seIhst in ,~einen autographierten Vorlesungen. 
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~aBbestimmungl'n npnnt Klpill eine Berührung 
und die Stärke der Abweichung der allgemeinen 
von der spezieHen ihre K1·iimrnung. Bedeutung 
und Berpchtig'ung' die~er BegriH~· - und das ist 
naturgC'mäB das EntscheidendC' - beruhen aber 
darauf, daß al~ Maß der Krümmung genau der 
Ausdruck dE's Gaußischen KrÜllllTIUngslllaßes ein

eführt werden konnte. Ein jeder Rn kann also, 
je nachdem man in ihm eine hyperbolische, 
elliptische oder parabolische Maßgeometrie zu
grunde legt, aJs Mannigfaltigkeit von konstantem 
negativem, positivem oder "erschwindeodem 
E:rümmungsmaß angesehen werden. Damit war 
zunächst einmal der Anschluß au die Riemann
sehe Auffassung auf projektiver Grundlage er
reicht. Dieses Ergebnis enthielt bereits Kle·ills 
erster Artikel. Den zweiten Schritt, die volle 
VerschmeJzung des Riemannschen Ausgangs
punktes mit dem projektiven, brachte das Erlanger 
Programm. Er stÜtzt sich auf die gruppen
theoretische Deutung, deren BeUramis Arbeiten 
Über die geodätischen Linien der IDe" konstanter 
KrÜmmung fähig waren. Be7t-rami hatte zweierlei 
gezeigt. Erstens sind diese geodätischen Linien 
bei geeigneter Wahl der Koordinaten durch 
lineare GJeidwngen darstellbar, und zwe-itens 
finden Bewegungen dieser 911" in sich in linearen 
Transformationen dieser Koordinaten jlll'en ana
lytischen Ausdruck. Damit war die Gruppe, die 
die metrische GeomC'trie (kr Mannigfaltigkeiten 
konstanter Krümmung st.Ützt, als eine Unter
gruppe der Gesamtgrllppe aller linearen Trans
iormationen erkannt, und damit einer Unter
gruppe der projektiven Gesamtgruppe ähnlich. 
Da ferner diC' ('ayJeysche Maßbr~tiOlmung, wie 
{>ben erwähnt, ahjIuLJbestimmullg" in einl'm Raum 
Konstanter Krümmung" gedeutet werden kann. ~{l 

muß die~l' Untergruppe auch die nämliche' sein, 
die Cayleys projektiver Auffassunl2' der :Mdrik 
zugrunde liegt. 

2. Beltra-mis Sätze über die geodätischen 
Linien auf den Flächen konstanter K;Ümmung Si! 
ließen diese Linien als gleichwertig mit. den Ge
raden der Ebene erscheinen. Dies hatte aber in 
einem wichtigen Punkt versagt. Auf der Kugel 
schneiden sich größte Kreise in zwei Punkten; 
ferner laufen durch zwei diametrale Punkte 
l111endlich "ieie von ihnen; Beltra-mi schien es 
daher nötig, für die elliptische Geometrie Aus
nahmen von' den Axiomen des Schneidens und 
Verbindens zuzulassen. Dies hat die richtige 
Auffassung längere Zeit behindert. Das Fehlen 
der geodätischen Parallelen auf den Flächen 
<.~ > 0 veranlaßte Beltrami sogar, diese FJächen 
als Objekte geringeren Interesses anzusehen. Da 
-es in jeder Mannigfaltigkeit IDen vom Krüm
mungsmaß ~ < 0 geodätische Kugeln (9J?,,-I) 
von positivem sr gab, so meinte er, die Geometrie 
der Ma nnigfa Itigkei ten Si' > 0 sei inder Geo
met·rie derer für SP < 0 enthalten und bedürfe 
deshalb keiner eigenen Untersuchung. Das war 
fltach Riemann, aber V01' Klein. Aber der tI ber

f!'ang vom Beltrall1isC'hen Bilde zur ~ache :leibst 
deckte ~ofort die Quelle dps Irrtums auf. Der 
BünJel, als Ol't ;;riner EbC'llen und Strahlen, und 
zwar ocr ungerichteten Vollstrahlen, stellt da~ 

eigentliche elliptische Grllndgebilde zweiter Stufe 
dar; in ihm ist die Geltung d-er AxiomC' des 
Schneidens und Verbindens ausnahmslos reali
siert. Der Fehler des Beltrallischen Bildes ent
stand dadurch, daß die Beziehung zwischen den 
durch das Kugelzentrulll laufenden Bündel
strahlen und den Kugelpunkten eine einzweide'a
tige ist.; um ein eineindeutiges Bild zu erhalten, 
darf man also nur die Halbkugel verwenden. 
Klein hat den Sachverhalt auch noch auf andere 
\Veise zu veranschaulichen gewußt; er wies dar
auf bin, daß bier diesel-ben Unterschiede ob
walten, wie bei den einseitigen und zweiseitigeI1 
Flächen. Die Kugel ist eine zweiseitige Fläche, die 
projektive Ebene dagegen, die in dieser Hinsicht 
dem Bündel - als sein eineindeutiges projek
tives Abbild - gleich-wertig ist, eine einseitige; 
und das gleiche gilt VOll der hyperbolischen Ebene. 
Man kann aber beide -in eine kugelartige zwei
seitige Fläche übergehen lassen, indem man sie 
aus cinem doppelten Blatt bestehen läßt, und 
dann beide Blätter durch Aufbauschen vonein
ander trennt, während sie längs des- zugehörigen 
C. H'rbunden bleiben. 

3. Der Riemanusche Ausspruch, daß die Un
begrenztheit des Raumes seine Unendlichkeit nicht 
nach sich zieht, ha tt.e alsbald seine große Wirkung 
auf das ma t.hema tische Denken ausgeübt; seine 
natürliche WÜrdigung fand aber auch er erst, 
nls die projekrive .\.uffassung der DingE" das Ver
Miindnis fÜr ihn erschJoß, und deu Büschel 
und dell BÜndel als einfachst.e elliptische 
Haumformen hinstellte. Nachdem es er
sr-hJossen war, wurde die elliptische Geo
metrie gerade diPjenige, die erhöhten Reiz 
auszuÜben vermochte; durch die volle Harmonir. 
ihres geometrisC'hen Verhaltens, die die Dualität 
nicht nur für die Sätze des Schneidens und Ver
bindens, sondem auch fÜr die Metrik im UdoTg-c 
hat. Dieser Reiz war es sicher aurh, der Cl-iffol·d 
zu sei Der berühmten Fläche führte, die Cl' Kle-in 
1873 vorführte, und für die er Klrin mit der 
gleichen Wärme zu erfülJen wußte, die ihn selb~t 

beseelte. Die Hauptleistung VOll Clifford war die, 
daß er dem Begriff paralleler Geraden aU<'h in 
der elliptischC'u GC'ometrie eine Existenz ~\:huf 

und damit die Lückc ausfüllt", die ßp-lfrorni ul~ 

einen ihrer Män.l:!·('] empfunden hatte. Er behidt 
vom euklidischen ParalleJismus die EigC'nschaft 
bei, die metrischer :Natur war; nämlir.h die, daß 
jeder Punkt dC'!' einen Parallclrn VOll Jer anderen 
gleiohen Abstand beO'itzL DiC'~e P:1l'"llelf'n g0
nügten auch dem Satz. daß eine Gerade, die zwei 
von ihnen trifft, f!·ll·lche Winkel mit ihnE"1l bildd. 
Mit ihnen hat ur seine phantasievoll erdacht.-, 
Fläche erschaHrl1. Sie ist vom KrümmungsmaLJ 
Null; auf ihr f.!'ilt die ebene GcomC'frie für "in 
begrenztes P:naJJr.l(\gramm ill cl<,!' ". ('i~c, (bE 
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man seine Gegenseiten als identisch anzusehen 
hat. 

Gliffords früher Tod hat eine eingehende Dar
t.eIlung seiner Resultate verhindert. Das aus

führliche Werk von Killing über die nichteuklidi
schen RaumfoTmen, das 1885 erschien, hatte die 
Fläche nicht erwähnt, und dies yeranlaßte Klein .. 
alsbald eine eigene Erörterung der Fläche zu 
geben. Er gelangt zu ihr mittels der Schiebungen, 
die oben als die einfachsten Bewegungen des 
elliptischen Raumes auftraten. Die ihnen ent
sprechenden Rongruenzstrahlen sind die Olifford
sehen Parallelen. Im hyperbolischen Fall sind sie 
imaginär, im Iliptischen dagegen reell, und da 
bedingt ihre "\ erwendbarkeit gerade für den Fall, 
daB das absolute Gebilde eine nullteilige Fläche 
F 2 ist. Die Oliffordsche Fläche ist eine Regel
fläche <1>2, die mit F 2 ein windschiefes, Vierseit 
gemein hat; jede ihrer beiden Geradenscharen be
steht aus Oliffordschen Parallelen der einen und 
der andern Art. Die Fläche gestatt t daher beide 
Arten von Schiebungen; bei jeder Schiebung sind 
die einen Erzeugenden die Bahnkurven und dic 
andern vertauschen sich unter sich. Jedes auf 
ihr g legene Vierseit spie:t daher völlig die Rolle 
eines ebenen Parallelogramms. Die Zerlegbarkeit 
in lauter unendlichkleinc Parallelogramme von 
konstantem Winkel qJ und gleichem Flächen
inhalt ergibt unmittelbar, da die Gesamtlänge der 
Geraden den Wert 1t hat, für ihren Gesamtinhalt 
den endlichen Wert 1t2 cos qJ. 

Von der phanta iovollen Eigenart der Olifford
chcn Fläche strahlte auch sonst noch erhellendes 

Licht aus. Es erscheint \'erständlich, daß man 
die Flächen von konstantem se zunächst al· ein· 
fache geschlossene Mannigfaltigk iten betrachtete 
und meinte, die Bewegliebkeil. der auf ihnen \'01'

handenen Figuren über die Fläche bin führe auch 
die Flächen als Ganzes in sich über. Beides hat 
sich als Irrtum erwie"cn. Die Oliffords.che 
Fläche ,g-eht als Ganzes nur durch die 00 2 möo-
lichen Schiebungen in sich über; andere Be
wegungen in sich gestattet sie nicbt; insbesondere 
zeigt der Umstand, daß ihre von einem Punkt 
auslaufenden geodätischen Linien teils geschlos
sen, teils ungeschlossen sind, daß l,eine Drehung 
um einen ihrer Punkte möglich i t. Dagegen 
läßt sich jedes Parallelogramm, wie Überhaupt 
jede' begrenzte Figur, auf 003 Arten auf ihr ver
schieben. Den inneren Grund bilden ihl'e Zu
sammenhangsverhältnisse. Will man eine Zylin
derfläche auf die Gesamtebene abwickeln, so muß 
l1}an sie mit unendlich vielen B:ättel'll bedecken; 
jedem Blatt entspricht in der Ebene ein Paral
lelstreifen. Ganz Analoges gilt für die Olifford
fläche. Aus ihrer Endlichkei t folgerte schon 
Gliff01'd, daß sie, längs zweier von demselben 
~unkt ausgehender Erzeugenden aufgeschnitten, 
elllfach berandet und einfach zusammenhängend 
wird und auf ein ~~hombus abgewickelt werden 
kann. Das unendhche Netz, das aus diesem 
Hhombus in der Ebene ent"leht, ist dann ein Bild 

der mit uncn dlich YieJen Blä ttern. bedeckten 
Fläche, und alle diese Blätter gehen wie beim 
Zylinder glatt ineinander über. Die Eigena'[ 
des elliptischen raums be teht aber darin, daß 
das Zurücklaufen der Flä he in sich hier auf 
ver chiedene Art möglich i,;t. ·Weiter kann man 
aber auch das Rhombus in gewohnter "-eise zn 
einer Ringfläche zusammenbiegen und erhält da
mit einc neue Veranschaulichung der Zusammen
hangsverhält isse. 

Damit war \'on solbst ei Il neucs Problem er
sanden; man ha tte die uiehteukl idischen si ngu
lari täteufreien Ha umformen auf ihren Zusam
menhang zu unter uchen. 1< ü l' die Flächen St> 0 
hatte s hon Killing ein hierhergehörige Resultat 
abgeleitet. Reelle Arten - d nn nur auf olche 
kommt es an - gibt es nur zwei; sie finden im 
BÜnde] und in der Kugel ihre einfachsten ':cr
trcter und entsprechcn, 'wie schon erwähnt wurde. 
der einsoi ligen und zweiseitigen Flächenga ttung. 
Als mögliche zweidimensionale Raumformen 
St = 0 erkannte Klein außer den oben genannten 
zweisei ig'en Flächen, nämlich der aus der Olif
fordschen Fläche entstehEmden Ringfläch und de' 
Zylinderfläche, n ur noch eine einsei tige ; man 
kann eine Ringfläche nämlich so deformiere,n. 
daß sie diese Doppelflächc bciderseÜs Überzieht. 
Raumformen St< 0 existieron dagegen unendlich 
\' ie]e. Ringfläcbe und Zyli nderfläche en tstehen 
aus dem Parallelogramm und dem Pal'allelstrei
fen der euklidischen Ebene durch Zusammen
biegung und damit aus solchen Fläehenst.ücken, 
die den Fundamentalbereich der doppelt und ein
fach periodischen Funktionen bildcn. Andere 
}[öglichkeiten werden durch di.e geforderte Zu
sammenbiegung ausgeschlo scn. Ganz analog ent

ehen die Raumformen se< 0 aus entsprechen
den Polygonen der hyperbolischen Ebene, also aus 
solch n Teilungen der hyperbolischen Ebene in 
kongruente Polygone, die durch unendlich \'ie!e
hyperbolische Be"'egungen in sich überg hen, unt1 
damit den Fundarnentalbereich einer reell auto
morphen Funktion abgeben. Kleins Problemstel
lung hatte noch den ]:,rfolg, K-illing zur ·Weiter
führung seiner Untersuchnngen anznregen ' ). El." 
fand, daß s in jedem Rn für sr> 0 und für o-e
rades n immer nur die zwei Raumfol'men gibt_ 
die für n = 2 in der Kugel (dem sphärischen 
Raum) und im Bündel verkörpert sind. FÜr 
ungerades n gibt es dagegen noch "'eitere solch<:> 
Ra umformen. 

4. Die Beziehung de ~ichtellklidi chen 
zu den automorphen Funktionen hat sich 
J m \'orstehenden bereit eingestellt. Klein 
hat auf diese Zusammenhänge als Quelle f.ör
dernder Erkennt.nis stets mit Wärme und Nach
druck hingewiesen. Freilich. bandeil. es ich hi,' . 
in erster Linie um eine Geometrisierung ana
lytischer Dinge. Jegliche Geomctrisieruno' dient 
aber nicht nur der allseitigen Durchleu~htun 
eines Problems und der Erkenntnis 'eines Zu

") )lalh. Ann. 3!J (I 91) S. 2.;/. 
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sammenhangs mit den geometrischen ,Fragen; sie Helativitätstheorie mit nichteuklidischen Auf
bietet oft den Vorteil, dem Lernenden eine be fassun.gen in Beziehung gesetzt hat l ). Geht maB" 
queme Eingangspforte zu öffnen, und kann auch yon den recbtwinkligen Koordinaten x" y, z und ß
\'ertiefend, problemerzeugend und erfolgfördernd 
wirken. Un·d so ist es im Gebiet der automorphen 
Funktionen vielfach gewesen. Ihre nahe Bezie
hung zur Geometrie Lob(dschefskys hatte auch 
Poincal'e in seinen ersten Arbei ten schon ge
streift l ). Das Erlanger Programm zeigt aber, 
daß Klein schon im Beginn seiner Forscher
,tätigkeit die geometrische Deutung der linearen 
Substitutionen einer komplexen Variabeln aui der 
Kugel bewußt und vollwertig erfaßt hatte; er 
erkannte in ihnen sowobl die Rugeldrehungen, 
wie auch allgemeiuer - TI'as sich bei dem projek
tiven Oharakter dies.er Dinge direkt ergab 
die Ausdrücke der nichteuklidischen 'Bewegungen, 
die die Kugel in sich übedühren 2). Jede Teilung 
der Rugel in Bereiche, die bei einer Gruppe von 
solchen Bewegungen in sich übergeben, liefert 
daher eine automorphe Funktion. Die von F1"icke 
gegebene Aufzählung der möglichen Fundamen
ralbereiche im Falle einer endlichen Anzahl er
zeugender Operationen 1st als ein besonderer Er
folg der Rlein.schen Ideen anzusehen. Als Er
gebnis von beson-derem Interesse sei noch el'
\I'ähnt, wie die einzelnen Gattungen automorpher 
Funktionen den verschiedenen Maßbestimmungen 
entsprechen, die man zugrunde legt. Dazu muß 
daran erinnert werden, daß eine Maßbcstimmung 
auf einer F 2 n ur so möglich ist, daß man sie 
als Teil einer räumlichen Maßbestimmung ein
führt, und zwar in der Weise, daß eine Ebene 
des Raumes und ihr Pol P beiüglich der F 2 fest
bleibt; die im Bündel 'um P vorhandene Maß
hestimmung Überträgt sich dann perspeh.--tiv auf 
die Fläche. J'e nach-dem man nun den Punkt P 
außerbalb, auf oder innerhalb der Kugel wählt, 
wird die auf ihr entstehende Maßbestimmung 
hyperbolisch, parabolisch oder elliptisch. Der 
elliptische Fa]] führt auf die Gruppen der regel
mäßigen Körper. Der parabolische Fa]] fÜhrt zu 
den doppelt- und einfach-periodischen Funktionen, 
und der hyperbolische auf die eigentlich auto
morphen. Die einfachste Wahl der Ebene ist in 
diesem Fall die, daß mau sie eine Durch
messerebene sein läßt; das aus ihrem Pol poo 
strahlende orthogonale Parallelstrablenbündel 
erzeugt dann. aui der Rugel die Ortbogonalkreise 
des Äquators, und deren Projektionen auf die 
Äquatorebene liefern die Teilungen der reeH 
automorphen Funktionen. Um zu den allgemei n
stcn automorphen Funktionen zu gelangen, hat 
man zu der hyperbolischen Maßbestimmung des 
Gesamtraumes überzugehen, die dill'ch die Tei
lungen der Rugeloberfläche bedingt ist. 

5.	 Endlich sei erwähnt, daß Klein auch die 

1)Acta math. Bd. 1, S. 8 (1882) und Bd. 3 (1883) 
S.	 5G. 

2) .'\tl, dem Gaußisehen Nachlaß weiß m:ln jetzt, daß 
die Formel für die Drehungen ibm woh'lbekannt WO-!'; 

Werke, Bd. 8, S. 355. 

~w.191Sl. 

aus und schreibt in homogener Form . 
x =Xl/X" Y =x2/:r", z =Xs/X", t =X~/X:", t 

o daß X5 = ° das "Unenc1lichfer.ne" d2r Raum:., 
welt darste]]t, so hängen neue und alte Mechanil~l 
mit den zwei ausgearteten Quadratiscben FormeU'S 

U 1
2 +ul+ U 3

2 =° und 1t1
2 + 11,2

2 +ul +a//c =.Pi 
zusammen.. die in Punktkoordinaten durch qi5rl 
Gleichungen 

I. X 1
2 +xi+xg 

2 =0, J.·~=O, J::,=ü, "I..f. 
11. X 1

2 + X'22 + xl +x/ = 0", :r:, = 0 .~",:;, 
dargestellt sind. Ihre Invariantentheorie und diiB 
Bestimmung der Gruppe der lin.earen Transfoll'3i 
mationen, die die Gleichungen I und II und Z\l5.t
gleich die MaßlInterschiede unverändert lassen, i.-1rlJ! 
dann kurzgesprochen die gruppentheoretiscJ3~:; 

Grundlage der alten und der neuen :Mechan~k'J:I. 

Die Bestimmung dieser Grup]Jen liefert in ~:.. 

Tat das' physikalisch geforderte Ergebnis und <>1.«-1 
mit die Einordn nng deI' klassischen und flei' 
modernen Mechanik in das Schema der proEJif'l! 
tiven 1faBbestimmung für die l'iel'dimensiOl~l~j 

l1aumwelt. !-fBl 
Bald 50 Jahre sind vergangen, seitdem .~~~ 

\felt die Einwirkung von Kleins nichteuklidisq~g.!h 

Ideen an sich edahren hat. Eine neue Gß~rl; 

ration in Wissenschaft und Schule -ist sei1i!~:H 
herangewachsen. Die Wissenschaft bat sichA1H~d 

mählich ganz mi t dem Gehalt dieser I~~'t!g:;-i 

erfüllt; aber auch Lehrcrschaft und S~~rl 

haben inzwischen seines Geistes einen :J:!:?Jch 
verspürt. Angriffc, \I'je sie vor ei nigen ,;T a.h19~ 

zehnten \'on seiten einzelner Kreise gegeJ\JiPMp 
mathematische "Afterweisheit" gerichtet 1Vu.1+~lrl 

sind heute verstummt. Daß sehen kann,G w,!"lrl 
sehen mag, bedarf keiner Bekräftigung; wiclttiS'Cfis 
ist and edreulicher für die Wissel1scha~k ~j 

fÜr Klein selbst, claß die große MehrzahI1iq,f}F~~a 

die dazu berufen sind, auch sehen wollen'!}< :Q1HIR. 
ruhigen Beschauer, der an den Sjeg der V~,r%upft 

glaubt, die in den Din.gen steckt, kanll cle1j:,Jerti'-.l 
schreitende Entwicklungsgang nicht zwei}ln:ll~~G 
sein. Möge dieses Bewußtsein dem LebeJ1fa,J:.,el~~t 
dessen, der sein ganzes Leben hindurch aucr.,.Q.sH\fii 
R.eform und Hebung des U nterrich ts. fördelfD'~fi.:U.ftcb 
klärend eingetreten ist, einer seiner fTeu~41;,c~IilD 
Begleiter sein.	 .\"l~ ~ .."b 

15 f:9J:9G 

Die Bedeutung des Erlanget s;-:,j&o: 
II	 ;;s IlJUIs

Programms. ,iv ,,:1_ 
Von Prof. Dr. O. Oaratheodory, Be;Ji/!:·v; flJ9:' 

1. Das 19. .Jahrhundert kann in gewisse:lI H~lj.i:~ 

sicht als das Jahrhundert der Geometri<t>Qei~Ü~h3. 

net werden, weil sich damals die reine Geo-m-e-tlcier 

-;j J~-;ire.sber. d. Deutsch. Ma.th. Ver. ~1.frg.pJO~~;i 
S. 281. "gI. auch noch eine neu-ere B-emkl,;,m~JH>j 
Bd. 21', Abteilung 2, S. 43, die an d"n G~'a~I!'K,~3D
schließt, die Raumwelt a.ls Mallnigfalt,ig~€i1i~;~~A~ 
zugrunde zu legen. 

40 
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die mehrere Generationen vernachlässigt worden 
war, plötzlich zur höchsten Blüte entfaltete. Die 
Bewegung geht von Mange aus und hängt mit der 
französischen Revolution zusammen, die nicht nur 
diesen Geometer von dem Zwange befreite, die 
darstellend-geometrischen Methoden, die er chon 
längst ersonnen hatte, als militärisches Geheimnis 
zn hÜten, sonde1'll auch die Ecole Polytechnique 
grLindete, aus der - trotz ihres praktischen 
Zweckes - soviele Mathematiker ersten Ranges 
henorgegangen sind. 

Die FrÜchte des vielseitigen Unterrichts \'on 
Mange ließen nicht auf ich warten; wir verdan
ken einerseits seinem Einflusse die allmähliche 
Ent\\'icklung des Dualitätsprinzips und die pro
jektive Geometrie, die Poncelet in den Jahren 
der Kriegsgefangenschaft an der Wolga nach dem 
unglÜcklichen russischen Feldzuge :N apoleons ge
schaffen hat, während andererseits das Buch 1'00 

M.ange selbst "Feuill s d'analyse appliqu ·e. ii la 
geometrie" (1795) die Grundlage zur späteren 
Flächentheorie bildete. 

Die Pflege der Geometrie verbl'eitete sich mit 
großer Schnelligkei t Über ga nz Europa, vor allem 
in Deutschland, wo Möbitts (1827), Plücker (ca. 
1834), Steine?' (ca. 1833), <I), Statult (1847), Kwn
mel', um nur diese zu nennen, in kurzer Aufein
anderfolge die projektiven Roordinat.en, die syn
thetische Gfometrie, die Liniengeometrie, di€ 
Kreis- und Rugelgeometrie, die Theorie der alge
braischen Flächen und noch anderes mehl' 'ent
weder begrÜndet oder in hohem Maße <>efördert 
haben. 

Eine zweite, von der ersten llnabbängige ,relle 
geh "on Gauß aus, der in seiner Arbeit ,.Di 
qui itiones generales circa uperficie cun'as" 
(182'7) die eigen~liche Flächentheorie begründet 
ha~. Diese Arbeit bildet außerdem die Grundlage 
zu den Unt.ersuchungen YOll R<iema.lJn (1854,1861) 
über die Krümmung der Räume, die heute in der 
Einsteinschen Gravitationstheorie eine so große 
Rullr spielen. 

Im Jahre 1829 wurde ferner \'on Lobatschews
ky u ud kurz darauf (1832) von J. Bolyai die 
nicht-Euk1idische Geometrie entdeckt und, indem 
die Unabhängigkeit des Parallelenaxioms von den 
ÜbrLgen geometrischen Axiomen allen. Mathe
matikern klar wurde, ein Problem gelöst, das sei t 
dem Altertum berühm~ wa.r i ). Gauß und beson
ders Riernann, der in den schon erwähnten Ar
beiten eine zweite ...:\.r~ nicht-Euklidischer Geo
metrie en.tdecktr, ,;ind in ,diesem Zusammenhange 
auch zu nennen. 

"Als vierten Hauptpunkt muß man die Qua
ternionentheorie Harnilt'ons (1843) nennen., die 
eine InvaT'iautentheorie der Bewegungen des 
Euklidischen Raumes' enthält, und die Aus

1) Ein lückenloser B weis dieser nabbü,ngig.keit 
ist erst viel .spHC'r erfolgt, wohl zuer.st durch die 
Untersuchungen von Belt1'ami über Fllich-en konstanter 
Krümmung (1869) und vor alJ.em durcb die weiter unten 
erwii.hn ten Arbei ten von Klein. 

dehnungslehre Gmßmanns (184,1, 1865), in der 
zum ersten J\'[ale die Geometrie der mehrdimensio
ualen Räume begrÜndpt ,vird. 

In den Jahren 1850-1870 entwickelten sich 
außerdem die algebraischen Metbodrn der In
variantentheorie, die man als den eigentlichen 
SchlÜssel der modernen analytischen Geometrie 
ansehen muß, unter den Händen ,"on Cayley, Syl
'veste?', Al'onhole!, Clebsch und vielen anderen und 
bildeten allmählich eine umfangreiche Diszipli n. 

Endlich kann man die Analysis Situs nicht 
unerwähnt lassen, d. h. denjenigen Teil der Geo- . 
metrie, der den Zusammenhang der geometrischen 
Figuren unabhängig ,"on ihrer Gestalt erforscht, 
und der im Keime schon bei Eule?' zu finden ist, 
aber erst durch die Al'beiten von L'ist'ing (1847), 
Möbius (1863) und vor allem durch die funktio
nentheoretischen Gedanken Rl:emanns (1851, 
185i) eine "-i 'senschaft fÜr sich ,geworden i t. 

2. Am Anfang der siebziger Jahre hatte si·ll 
also die Geometrie nach so vielen, scheinbar ein
ander ganz fremden Richtungen entwickelt, daß 
es schien, sie könnte in m-ehrere getrennte Zweige 
zerfallen, um so mehr, als die Spezialisten sich 
vielfach bemÜhten, überall zwischen den ver
schicdenen Gebieten trennende Mauern zu errich
ten. 

Um so berechtigteres Aufsehen erweckte cl'er 
Aufsatz von F, Klein "Vergleichende Betrach
tungen über neuere geometrische Forschungen", 
der zuerst als Programm zum Eintritt in die 
philosophische Fakultät zu Erlangen im Jahre 
1872 erschien1 ), und un dem auf dem einfachsten 
'Vege, fast spielend, ein gemeinsames Band um 
ämtliche Arten von Geometrien geschlungen 

wurde und no 'h dazu Zl,lm ersten Male die Frage 
"Was i t eine Geometr'ie~" -zugleich gestell und 
beantwortet wird. 

Di'8sen großen Erfo:g verda nkte Klein dem 
glüoklichen Gedanken, elie Idee der Gruppe an die 
Spitze seiner überlegungen zu stellen. Der ab
strakte Begriff einer Gruppe i t verhält.nis
mäßig neucren Datums2). Er wurde durch 

') Wiedergedruekt in den Matbematischen Annalen 
Bd. 43 p. 63 (1893), auBerdem in italienisch-er und 
französischer übersetzung in den Annali di Matematica 
(2) t. 17 (1890), Annales de l'Ecole Nor,male (:3) t. 8 
(1891). 

2) Eine Gesamtheit von geometrisolwn Opera.Nonen 
bildet eine Grnppe, Wel1tn 8ie alle OpfPmt-ionen enthäLt, 
die ol/.stehen, lvenn ma,n zwei bel'iebige umter den ge
gebenen Operationen hinte-rei1WiI'H1e,· aWltiihrt, lmd 
loent~ sie zttgl.eieh mit jcdfPr Operation aueh ihre ln
'Ce1'se e11thält. 

Mlln macht s·icb mit dem Begriff der Gruppe am 
besten durch möglichst einfache Bei piele vertraut. Be
trachten wir z. B. Drehungen u.m einen Punkt der 
Ebene; die zwei Drehungen um 90 0 und 180 0 bilden 
keine Gruppe, weil mau, wenn man sie hintereinander 
ausführt, eine dritte, von den beiden ersten verschiedene, 
Drehung um 270 0 erhü,lt. Dagegen bilden die vier 
Drehungen um 0 0 

, 90 0 
, 180 0 und 270 0 eine Gruppe. 

Die bei den Drehungen um ()OO und 270 0 sin'd jede zu 
der anderen invers; wenn man <sie nacheina.nd'er aus
führt, kehrt nii.mlich jeder Punkt. in seine ursprüng
licbe Lage zurÜck, sie ergeben bei Zusammenset7.'lng 
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Lagrange (1770) und vor allem Galois (1832) bei 
ihren Untersuchungen über algebraiscbe Gleichun
gen geprägt, und erst ~päter, z. B. durch G. J OT

dan (1868), auch auf das geomet.rische Gebiet 
übertrag·en. Man kann andererseits aber wobl 
sagen, daß jeder Geometer, von Eu.klid ab, der die 
Bewegungsgruppe des Raumes am Anfang seines 
orsten Buches wiederbolt benutzt, in seinem 

nterbewußtsein mit der einen oder anderen 
Gruppe operiert hat. Dies ist z. B. bei Möbius in 
hohem ~[aße der Fall gewesen. 

Für Klein aber ist die Gruppe nicht bloß ein 
Instrument, um Deue Sätze zu finden, sondern 
ie bildet das wahre Wesen der ·Geometrie. Eine 

Geometrie entsteht -erst, wenn man neben der 
räumhch ausgedehnten Mannigfaltigkeit nocb eine 
GTuppe von Transformationen dieser ~fannig

faltigkeit in sich vorgibt; und jeder Gruppe ent
spricht eine besondere Geometrie. 

So wurde mit einem Scblage der Unterschied 
klAr, der zwischen den verschiedenen Geometrien, 
die sich sozusagen zufällig entwickelt hatten, be
steht, nud zugleich ein Mittel gegeben, um alle 
möglichen Geometrien systematisch aufzustellen 
und zu untersucben. Genau so, wie wenn die 
Sonne durch die Wolkcnbricht und alle Gegen
stände einer weiten Landschaft plötzlich beleuch
tet, wurden viele Beziehungen sichtbar, die zwi
chen den v-erschiedenell Theorien bestehen und 

bis dahin mit wenigen Ausnahmen unbemerkt 
geblieben waren. Es ist nicht möglich, den Ge
danken von Klein knapper und besser darzustel
len und ihn mit Yielseitigeren Beispielen zu be
leben, als er es selbst in seiner Abhandlung getan 
hat. Man muß die Schrift selbst lesen, die heute, 
nach fast fünfzig Jahren, ebenso fesselnd 
und' frisch wirkt, wie am ersten Tage ihres 
Erscheinens. 

Klein war nur dreiundzwanzig Jahre alt, als 
er die ,;Vergleichenden Betrachtungen" veröffent
lichte; aber er hatte schon Gelegenheit gehabt, 
mit den meisten unter den besten Geometern 
einer Zeit in Berührung zu kommen. Er war 

die Drehung um 0 0
, Jie Identitä.t. Ebenso sind die 

Drehungen um 0 0 uod 180 0 sich selbst iU\'ers, Äbn
lieh sieht miln, daß die Gesa.mtheit aller möglichen 
Drehungen um eineIl festen Funkt der Ebene eine 
Gruppe bilden. Die zuerst betra.chtete Gruppe, die nur 
a.us einem Teil der Operationen der zweiten Gruppe be
$teht, nennt mRn eine Untergruppe dieser. 

Die Tr.a.nslationen dcr Ebene (olle.r des Raumes)
bilden ebenfalls eine Gruppe, ,,-eil zwei Transla.tionen 
hintereinander ausgeführt wiederum eine Translation 
ergeben. Di·e Inverse einer beliebigen Translation jst
wieder eine Translation, welche dieselbe Richtung, dell' 
seiben Betrag und den entgegengesetzten Sinn hat.

Ich erwä.hne noch einige geometrische Gruppen: llie 
Gesamtheit der Bewegungen de.;; Raumes, llil' eine 
Ebene, oder eine gerade Linie, oder eine Scbrauben
linie, oder eiue Kugel, oder "inen der ronf reguläreu 
Körper mit sich znr Deckung bringen. Die ~samtheit 
der Transformationen der Ebene, die gerade Linien in 
gerade Linien überführen, oder dip - wie die Trans
formation .durch re~iproke Rn.dien - jeden Kreis \l1ld 
jede Gerade entweder in einen Kreis oder in eine 
gerade Linie traor.Jornliert. 

in Bonn Assistent von Plücker gewesen, batte in 
Göt.tingen intim mit Glebsch verk-ehrt und war in 
der Zwischenzeit im Winter 1870 mit seinem 
Jugendfreunde S. Lie in Pari$ gewesen, wo er 
G. Jordan kenuen lernte und ganz besonders mit 
G. Darboux lebhafte Beziehungen anknüpfte, di 
der damalige Krieg nur für kurze Zeit unter
brach. So kam es, daß er trotz seiner Jugelld in 
der Lage war, das Erlanger ProgTamm zu ver
fassen, ein Programm im wahren Sinne des 
-Wortes, das von seinem A.utor cinen vollstiindi-g,en 
überblick über die gesamte Geometrie seim>r Zeit 
erforderte. 

Im Erlanger Programm ist zum erstenmal eine 
Tendenz zutage getreten, die später für alle Ar
beiten Kleins maßgebend geworden ist, und die 
darin bestand, den Zusammenhang entfernt lie
gender Gebiete aufzudecken und auf diese "Weise 
neue fruchtbare ForschungsmögJichkeiten zu 
schaffen. Dadurch hat Klein mehr als irgend ein 
anderer im Gebiete der %Iathematik dazu beige
tragen, die Gefahren der durch eine zu grolle 
Spezialisierung hervorgerufenen Zersplitterung' 
der Wissenschaft zu überwinden. 

Auch war es kein reiMr Zufall, daß Klein in 
seiner Schrift dem Begriff der Gruppe eine so 
maßgebende Holle zuschrieb. Hatte er doch schon 
sehr früh im wechselseitigen Verkehr mit Lie 
die fundamentale Bedeutung der Gruppentheorie 
für die gesamte Na thematik eingesehen, eine 
t'berzeugung, d-ie während des Pariser Aufenthal
tes der beiden Freunde nur bekräftigt werden 
konnte, da auch dort z. B. G. Jordan die letzte 
Hand an sein "Tl'aite des -Substitutions" legte, 
das erste Lehrbuch über di-e Theorie endlicher 
Gruppen. 

3. Das Erlanger Programm enthält aber noch 
mehl' als diesen einen Hauptgedan],el1, durch den 
die Bedeutung der Gruppe für die Geometrie 
festgelegt worden ist. Plüek'er hatte nämlich ge
lehrt, \\'ie man nicht nur die Punkte, sondern be
liebige algebraische Gebilde durch endlich viele 
.,Koordinaten" charakterisieren und daher als Ele
mente des Raumes auffassen kann. 

Eine Gruppe von Transformationen des 
!laumes kann aber auch, wie Klein be
merkte, als Gruppe ,"on Transformationen 
olcher algebraischen Figuren unter eich 

angesehen "'erden und erzeugt daher nach 
Kleins Prinzip eine bestimmte Geometrie dieser 
Figuren. Nun kann es yorlwmmen, daß mehrere 
auf diese 'Weise gebildete Geometrien dieselbe 
Grt1ppe besitzen und daber selbst übereinstimmen_ 

Hierdurch wurde auf die bereits bekannten 
Übertragun.gsprinzipien, insbesondere auf den vor 
kurzem durch Lie entdeckten Zusammenhang 
zwischen. Linien- un·d Kugelgeometrie ein neues 
Licht geworfen und zugleich fÜr die Aufstellung 
neuer tlbert.ragungspl'inzipien eine einheitliche 
Grundlage geschaffen. Von diesem Gedanken, der 
sich anch später in violen Arbei ten von jüngeren 
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Geometern als fruchtbar erwiesen hat, hat Klein 
eine Reihe von wichtigen Anwendungen gemacht. 

Die Art z. TI., wie er die nicht-Euklidische 
Geometrie, zum Teil schon vor dem Erlanger Pro
gramm, behandelt hat, bemht auf diesem Ab
bildungsprinzip. Kle'in hat gefunden, daß man 
das Innere ei ner Kugel als Lobatschewskyschen 
nicht-Euklidischen Raum deuten kann, wenn man 
die Gruppe derjell igen projekti,ven Transforma
tionen des Raumes, die die Rugel in sich trans
formieren. den Betrach ungen zugrunde legt. 
Ahnlich ha t l' den eUipti ehen nicht-Euklidischen 
Raum mit Hilfe einer imaginären Kugel reali
siert. 

Noch bekannter ist d:ic Figur, in der die nicht
Euklidi, b Ebene durch eine Halbebene darge
stellt ,,[rcl, wobei das Bild der ,geraden Linien 
Halbla-eise sind, die den Rand der Halbebcnc 
senkrecht schneiden und die 'Winkel in ihrer ge
wöhnlichen Bedeutung erhalten bleiben. Diese 
Figur spielt ja in der Theorie der automorphen 
Funktionen eine große Rolle, der Klein viele 
seiner wichtigsten und schönsteIl Arbeiten ge
widmet hat und die - wenigstens durch die sub
jekti"e Wei teren twicklung der Gedanken Kleins 
- mit dem Erlanger Programm zusammenhängen 
und deshalb hier auch erwähnt sein mögen. 

4. Später hat Klein wiederholt betont, daß die 
Ideen des Erlanger Programms auch als oberstes 
Einteilungsprinzip für die Mechanik genommen 
werden müssen. Zunächst hat er gezeigt, wie man 
die Mechanik des starren Körpers von' diesem 
Standpunkt.e aus behandeln kann1). Dann aber 
hat die Relat.ivitätst.heorie und die neue Einstein
ehe Graritationstheorie ihm neuen Anlaß ge

O'eben, die fundamentale Rolle, welche gerade hier 
die Gruppe, gan?: im Sinne seines Erlanger Pro
gramms spielt, zu untersuchen2). 

In d r klassischen 'Mechanik muß man nämlieb 
die zehngliedrige Gruppe zugrunde legen, die man 
erhält, wenn man die gleichförmigen Translatio
nen des Raumes (3 Parameter), die' orthogonalen 
Transformationen des Koordinatenk:reuz('~(6 Para
meter) und die Ersetzung der Zeit t dureh (t + h) 
miteinander kombiniert. In der Elektrizität.s
theorie dagegen (und Überhaupt bei allen Er
scheinungen, bei denen di Lichtgeschwin.digkeit 
als endlich angesehen wird) muß man diese 
Gruppe, die man die Galileische genannt hat, 
durch die Gruppe der Lorentztl'ansformationen 
ersetzen, die benfalls zebnparumetrig ist und aus 

1) Z1lr Schraubentheorie VOll Sir Robl31·t Ball 
(Ztschr. f. Mathem. u. Phys. Bd. 47 (1902); V\'ieder
abdruck mit einem Zusatz i. d. lI'Iath. Ann. Dcl. 6 0 

(1906, S. 419). 
2) über die geometrischen Grundlagen der Loren! z

gruppe (Jahresber. d. drut.6ch. Mathematikervereini
gung Bd. 19, 1910). • 

übel' die Differentialgeaetze flir die Erbaltung VOll 

Impuls und Energie in der Einste.inschen Gravitations
theorie ~Gött. Nachr. 1918). 

über die Integralform der ErhaltungsslUze und die 
Theorie der rä.umlirh geschlossenen Welt (Gött. Nachr. 
1918). 

der man die erste durch einen Grenzprozeß ge
winnen kann. In der Binsteinschen Gravitatioll8
theorie wied'8r sind es die reellen eineindeutigen 
Trausformationen der vierdimensionalen 'Welt, 
die mall ·betraohten muß1). 

Hieraus sieht man, wie sich der ursprüngliche 
Geltungsbereich der Rleinschen Ideen rweitert 
hat durch das Hinzukommen von Fragestellun
gen, die zur Zei 'ihl'es Entstehens nooh gar n ich t 
existierten und für welcho die \~Tissenschaft 

nicht einmal reif war, und das ist gerade ein 
Pl'Llfstein für die Tragweite de Fortschritts, der 
durch das Erlanger Programm erzielt worden ist. 

Klein, Riemann
 
und die mathematische Physik.
 

1'0n Geh. Beg.-Bat Prof. DI'. A. Sommerteld, 
MÜnchen. 

Als ich Oktober 1893 nach Göttingen kam, 
wal' die erste Vorlesung, die ich bei Klein hörte, 
eine solche übel' die Riemannsche P-Funktion. 
Wie alle Vorlesuugeu '\'011 Kle/:n, wal' sie glänzen'd 
durchgearbeitet und ,"on plastischem Vortrag. 
Klein konn t.e, was nur wenige Dozen ten wagen 
dÜrfeu, die Zusammenfassung des Vorgetragenen 
seinen Hörern meh rma Is in jeder Stunde in die 
Feder diktieren, ohne den Anschein der Pedante
rie hervorzurufen und ohne sich ZLl wiederholen. 
Er konnte dies, weil seine Zusammenfassung dem 
Gedanken stets eine neue zugespitzte Form gab. 
Dem Gedanken, nioht der Rechnung. Die R.ech
nung spielt in Kleins Vorlesungen eine ganz 
nebonsächliche Rolle. Das wal' einer der Punkte. 
in donen er sich mit Riemanns Denkweise. be
rÜhrte. Die Definition der Funktiouen aus ihren 
Eigenschaften, unabhängig von ihrer formalen 
Darstellung, die Formel nicht als Grundlage, 
sondern als Ausfluß der mathematischen Erkennt
nis! '\Vir lernten in jener Vorlesung diesen; Geist 
eier Riemannschen und Kleinschell Funktionen
theorie an dem Beispiel der hypergeometrischen 
Funktion kennen. Das hinreißende Temperament 
von Klein, da.s wohl in seiner rheinischen 'Heimat 
wurzelt, verst;allid es, diesen Geist der Mathematik 
uns vor Augen zu stellen und damit Biemanns 
Geist neu zu beleben. 

Klein hat auf der Wiener N aturforscher-Gesel.l
schaft 18fl4, als er nach dem 'rode "on Helmholtz 
an dessen Stelle als Vortragender der Allgemeinen 
Sitzung sprach, das Thema gewählt: Riemann. und 
seine Bedeutung für die Entwicklung der mo
demen Mathematik. Hier leitet er die besondere 
Kraft der Riemannsehen Methocle aus ihrer 
Durehtränknng mit der Denkweise der mathe
matischen Physik her. "Wie die einzelne Er
scheinung im Gebiete der Physik VOll der Anord
nung der Versuchsbedinguugen abhängt, so indi

1) Das letzw ist nicht ganz genau, weil im Un
endlichen Nebenbedingungen hinzukommen, die noch 
nicht vollständig erforscht s.ind. 
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vidualisiert R·iemann seine Funktionen durch die 
besondercn Grenzbedingullgen. die er ihnen auf
erlegt.." "Was in der Physik die Verbann'ung der 
Femwirkungen, die Erklärung der Erscheinungen 
durch die inneren Kräfte eines raumerfünenden 
.A-thers ist, das ist in der Math€matik das Ver
ständnis der Funktionen aus il1l'em Verhalten im 
Unendlich-Kleinen, insbesondere aus den Diffe
rentialgleichungen, denen sie genügen." "Rie
manD im Gebiete der Mathematik und Farada;y 
im Gebiete der Physik stehen paralleL" 

Am unmittelbarsten kommt Riemanns mathe
matisch-physikalische R.ichtung zum Ausdruck in 
seiner Dissertation (1851) über die Grundlegung 
cl'!?r Funktionentheorie. Sie ist eine Potentifll
heorie in zwei Dimensionen; der Greensche Satz 

bildet die natürliche reelle Vorstufe zum Oaucby
schen Sa tz. Die Riemannschen Differential
bedingu.ngen zwischen dem reellen und imaginären 
Teil der komple.."en Funktion sind Bedingun
gen für die wirbeJfreie Strömung einer inkompres
siblen F1ÜS6igkeit. 

'Vas Ri@mann hier zum Teil nur verhüllt aus
gesprochen ha t, zog Klein 1881 in seiner V01'

lesung und Schrift "Übel' Riemunns Theorie der 
algebraischen Funktionen und ihrer Integral<e" 
sowie in seiner dm'an anschlicßenden, weiter aus
geführten autographierten Vorlesung über R.ie
mannsehe Flächen ans Licht. Die Idee der R.ie
mannschen Fläche, die Riemann in seiner Disser
tation einfübrt und durch eine Andeutung am 
Schlusse derselben erweitert, bildet Klein zur Vor
stellung der geschlossenen "I{lein-hiemallnschen 
Fläche" aus. So wie die komplexe Ebene funk
ionentheol'etisch am besten durch die Kugcl er

setzt wird, läßt sich ei ue verzweigte R.iemannsche 
Ebene von höherem Geschlecht ersetwn durch 
eine geschlossene singularitätenfreie räumliche 
:Fläche vou mehrfachem Zusammenhange. Diese 
Fläche wird gleichmäßig mit lei tender MasS€ be
legt gedacht und bildet einen Konduktor für 
elektrische Strömung. Dic auf der Fläche ei'n
deutigen Potentiale bilden die Bausteine für die 
Theorie der alg€braischen Funktionen der Fläche 
und ihrer Integrale. Die Unstetigkeltspunkte der 
Potentiale sind die Quellen und Senkcn der Strö
mung; es sind zugleich die Punl(te, in denen die 
Elektroden als Stromzu- und -abführung an den 
'Konduktor ge:<egt 'zu denken sind. Indem man 
unendliich viele Elektroden trans,'ersal längs eines 
R.ückkehrschn itte.s der Fläche aueinander reih t. 
erhält man als Potentiale die überall endlichen 
Integrale der Fläche (Integrale der erstcn Gat
tung). Integrale zweiter und dritt.er Gattung er
geben sich bei punktförmigen zusammenfallenden 
oder getrennten Elektroden; die auf der Fläche 
eindeutigen Funktionen, die algebraischen Funk
tion~m des Gebildes, werden als Sonderfall aus 
ilen PotentiaHunktionen aufgebaut. 

Es ist nicht eigentlich mathematische Physik. 
was hier getrieben wird, sondern physikalische 
Mathematik. Nicht die Mathematik steht im 

Dienste physikalischer Interessen und Probleme, 
sondern die Physik leitet und beflügelt den mathe
matischen Gedanken. Daß die Physik hierzu be
fähigt und berufen sei, hat Klei;~ seinen Schü
lern oft und eindringlich eingeprägt. 

Die R.iemannsche Dissertation war seinen ma
thematischen Zeitgenossen zuniicbst. fremdartig; 
ie wurde wohl gelegentlich da;; Buch mH den 

siebeu Siegeln genannt. Daß sie der pb~'sika

lischen Denkweise näher lag als der mathemati
schen, dafÜr zcugt eine Erzählung meines ei.{i
stigen -ehrwÜrdigen Aachener Kollegen Wiülner. 
}:r war (wenn ich nicht irre in den secbziger 
Jahren) in den Sommerferien mit Helmholtz und 
Weierstraß auf dem Rigi zusammen. lTi eierstrap 
hatte die Riemannsche Dissertation mitgenommen, 
11m diese ihm schwer verstän'dliche Lektüre in der 
Ferienruhe zu bewältigen. H elmholtz aber wun
derte sich über die Schwierigkeiten, die der Fach
mat.hem!\ tiker bei Riemann vorfand; für ihn war 
R-iemanns Darstellung unmittelbar einleuchlend. 

K/a-in stand ebenso wie Riemann dem physi
kalischen Denken nahe. Sein eigentlicher Lehrer 
Plückel' war Mathematiker und beobachtender 
Physiker zugleich, und Klein war sein Labora
toriumsassistent. Kleins erste Vorlesung als Pri
vatdozent in Göttingen galt dem Satz yon der 
Erhaltung der Energie. Die übernommene Pflicht. 
Plii-clce1's Liniengeometrie nach dessen Tode her
auszugeben, hielt ihn zunächst yon weiteter phy
sikalischer Betätigung ab, und als er nach Er
ledigung die.ser Arbeit daran gehen wollte, sich 
energischer mit Physik zu beschäftigen, wurde er 
Ordinarius der Mat.hematik in Erlangen. Trotz
dem blieb er mit der Entwicklung auf physika
lischem Gebiete in Fühlung. Früher als die 
meisten deutschen Physiker (Helmholtz natÜrlich 
ausgenommen) erkannte er die Bedeutung der 
MaxweJlschen Theorie und brach fÜr sie, zuma] 
gegenüber seinen Leipziger phJ"sikalischen Rolle
gen, eine Lanze. Besonders nabe stand ihm 
W. T7.omsons intuitive Erfassung der Mechanik 
und Mathematik. 

Unvergeßli\;h werden mir die ('rsten Bespre
chungen sein, zu denen Klein mich bei Beginn 
meines Götting-er Aufenthaltes einlud. Er sah 
ja, als richtiger "Romantiker" der 'Vissenschait 
einen Hauptteil seiner Tätigkeit darin, jüngere 
Kräfte an die Wissenschaft und an sich heranzu
ziehen. Ich kam mi t allerlei Ansätzen zur Be
handlung physikalischer Differentialgleichungen 
nach Gütlingen. Er ließ sich alles, was ich planfe, 
gern auseinandersetzen und rückte es in den all
gemeinen Zusammenhang der mathematischen 
Literatur und seiner zusammenfassenden An
schauungen. In den VorJesl1ngen über Potential
theorie und physikalische Differentialgleichungen, 
die Kle'in kurz zuvor g~halten hatte und deren 
Ausa rbei tu ngen im ma thema tischen Lesezimm.er 
jedermann zugänglich waren, fand ich 'wesentliche 
Teile meiner Pläne bereits ausgeführt vor, so das 
Voranstellen einer charakteristischen Ha upt
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funktion für die verschiedenen physikalischen 
Differentialgleichungen und die Dbertragung der 
Oreenschen Methoden von der Potential theorie auf 
die anderen Gebiete der Physik. Klein hatte die 
Aben,dstunden von 6-8 Uhr in der Regel solchen 
Besprechungen vorbehalten; an mich kam anfangs 
fast in jeder Woche einmal die Reihe. Jedesmal 
war am Schluß der Besprechung der Tisch mit 
einer Menge Bücher bedeckt, in den·en er den all
gemeinen Zusammenhang meiner Eill'Zelprobleme 
mit der mathematischen Li tera tm auJgezcigt 
hatte. 

Auch während meiner zweijährio-en As isten
tenzeit bei Kle'in und während späterer gemein
samer Arbeiten habe ich Klein außerordentlich 
,-iel zn danken gehabt. Ich habe es stets lebhaft 
empfunden, daß die Klein ehe AuffassunO' der 
Matbematik, die Betonung der geometriscben Evi
denz gegenüber der einseitigen Henorkchrung 
des rein Logischen und Algorithmischen, gerade 
für die Handhabung der mathematischen Anwen
dungen in Mechanik und Physik die richtige 
Schulung gibt. Schon allein seine Warnungen vor 
der übertriebenen Angstlicbkei t gegenüber Kon
vergenzfragen und sein grundsätzlicher Optimis
mus lYezüglich der Zulänglichkeit der mathema
tischen Hilfsmittel und illrer Anpass.ungsfähig
keit an die Erfordernisse der ~aturwissenschaf
ten befreien den auf die Anwendungen Gerichteten 
von den Hemmungen der Schulmeinung und be
stärken ihn in zuversichtlichem Schaffen. Kleins 
Mathematik ist mehr ein Schauen, als ein Grü
beln und Zerlegen. Und das muß die Mathematik 
in der Tat sein, wenn sie in den An\\endungen 
ihre ganze Kraft en tfalten soll. 

Ein'en Niederschlag der Klein-chen Vorle un
gen über mathema i ehe Physik bilden die BÜcher 
von Bacher über die Rejhenentwicklungen der 
Potentialtheorie und von Pockels über die Sch\\in
gungsvorgänge (die partielle Differentialgleichung 
b. u + k2U = 0), Bach81's Buch strebt mehr die 
mathematische Allgemeinheit an und ordnet die 
spezieHen, nach Zylinder- und Kugelfunktionen 
fortschreitenden Reihen der Phy ik in clie allge
meinen Reihen nach Lameschen Funktionen ein; 
zugleich zeigt es die allgemeine Kraft des Klein
sehen Oszillationsth-eorems. Das Pockel ehe Buch 
dagegen knüpft an Rayleighs Theorie des Schalle 
an und bildet eine vorzÜgliche Einführung in die 
. peziellen ~{ethoden der mathematischen Physik. 
Es liest sicb, als' ob Klein es selbst geschrieben 
hätte und fÜhrt dadurch dem. Les<er die Stä'l'ke 
von Kleins Persönlichkeit zu Gemüte: Der in 
einem Temperament ganz anders .geartete 

Poclcels fügte sich, solange er mit Kle'i-n zusam
men arbeitete, der suggestiven Kraft seiner Über
ragenden Persönlichkeit. 

Ein neues Band hat die Entwicklung der 
letzten Jahre zwischell Klein und der mathe
matischen Physik; geschlungen, und atich diese? 
Band steht unter dem Z-eichen des gI'oßen :Namens 
Riemann. Schon einmal, bald nach der BegrÜn· 

dung der speziellen Relativitätstheorie, hatte 
Klein (in der Zeitschrift für Mathematik uncl 
Ph;ysik) zu dieser das Wort ergriffen, um die be
reits yon JlJinkowslci erkannten Zusammenhänge 
d-er neuen physikalischen vVeltanschauung mit der
\'on Klein frÜher entwickelten Auffassung der 
nichteuklidischen Geometrie als einer "projek
tiven Maßbestimmung" \\'ei tel' zu yerfolgen. Als. 
aber in d n letzten Jahren aus der peziellen die 
allgemeine Relativitätstheori herauswuchs, da sah 
Klein in ihr die Edüllung eines "Erlanger Pro
grammes" im \\'citesten Sinne, die Verwertung 
s-oiner alten gruppentheoretischen Prinzipien, die' 
er zunächst nur auf die Geometrie angewandt 
hatte, für die Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit deI" 
Physik bei Zugrundelegung der allgemeinen 
Gruppe der Punkttransformationen. Die Maß
bestimmung, die diesel' Gruppe adäquat ist, wird 
ui ·ht mehl' die projekti\'e.. sondern die allgemeine 
Riemann ehe der vierdimensionalen Mannigfaltig" 
keit von beliebiger KrÜmmung, Der Standpunkt, 
zu dem Eimstein ich durch den Zwang dcr phy
sikalischen Postulate unter unsiiglichen Mühen 
hera ufgearbei tet ha tte, war schließlich derselbe, 
den die jungen Mathematiker Kle'in und L-ie auf 
ihrem geometrischen Spezialgebiet ber'eits in den 
siebziger Jahren eingenommen und von dem aus. 
sie eine mühelose mschau auf die geometrischen 
Aufgaben gehalten hatten. 

"Vie souverän abcr R-iemann elbst über die 
letzten Prinzipicn der Natut'erkenntnis nachge
dacht hat, da erkennen wir mit Staunen, wenn 

'\\-ir dic Schlußworte seines Habilitation vortrages 
, bel' die Hypo hesen, wel<;he der Geometrie zu
grunde }jegen' , lesen, wenn \\'ir sie heutzutage 
Je en, nachdem uns die ph3'sikalische Entwicklung 
die Augen für diese prophetischen Andeutungen 
geöffnet hat. Riemann fragt hi l' nach dem in
neren Grunde der Maßverhältnis e des Haume 
und sagt, daß ,.. bei einer diskreten Mannigfaltig
ke:it das ·Prinzip der Maßverhä1tnisse schon in 
dem Begriffe dieser Mannigfaltigkeit enthalten ist, 
bei einet' stetigen ab-or anderswoher hinzukommen 
muß". "Es muß also entweder das dem Raum 
zugrunde liegende Wirkliche eine diskrete Man
nigfaltigkeit bilden (Quantentheol'ien, oder der 
Grund der Maßverhältnisse muß außerhalb, in 
darauf wirkenden, bindenden Kräften (Einsteins 
Gravitation'8theorie!) gefunden werden." 

Klein hat diese Dinge in -einer Folge von \"01'

lesungen dargestellt, die er während des Kriege
vor einem ausgewiihlten Hörerkreise gehalten hat. 
Die crste VOl'l sung behand-elt die algebraische 
IllNariantentheorie, die zweite die Im'arianten
theorie der Loren tzgruppe, die dritte die
jenige der allgemeinen Relativität theorie; diese 
drei Vorlesungen liegen in sorgfäl tiger , Aus
arbeitung vor, neben inhaltreicheIl Noteri in den 
"Göttinger Nachrichten", in denen Klein seine 
Auffassung der allgemeinen Relativität.stheorie 
skizziert und zum Teil gegen diejenige von Hil
bert abgegrenzt hat. 'Eine vierte Vode ung soll, 
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wpnn ich recht berichtet bin, die Irhvarianten
theorie der B.erührungstransformationen und ihre 
Bedeutung für die allgemeine Mechanik bring'en. 
Auch diese Vorlesungen haben den Reiz seiner 
Vorlesuugen aus jiingeren Jahren: Sein wuuder
barer Dberblick übel' die Zusammenhänge der 
ma th:Bma tischen und physikalischen Begriffs
bildung führt uns müh'elos zu den letzten Errun
genschaften der Einsteinschen Gedankenwelt und 
'Zeigt sie uns als Krönung einer lange vorbereite
ten mathematischen Entwicklung. Es wird alle 
Verehrer des groß-en Mannes mit Freude und Be
friedigung erfüllen, daß derselbe Geist, der mit 
zwanzig Jahren das Gebiet der Mathematik in 
alJen seinen Verzweigungen meisterte, der yon 
lJier aus auf der Höhe seines' Lebens nach den 
Nachbargebieten der Physik, der Technik und des 
Unterrichts die Brücken schlug und der vor 
wenigen Jahren unter der Last des von ihm Ge
s'Chaffenen und Geplan ten zusammenzubrechen 
drohte, als Siebzigjähriger die Kraft wieder
gefunden hat, um das größte wissenschaftliche 
Problem der letzten Jahre mit der Klarheit seine 
Denkens zu durchdringen und an die Probleme 
seiner J ugen djahre anzuschließen. 

Felix Klein und die Reform des 
mathematischen Unterrichts. 

l'-on Prof. Dl'. H. E. Timerding, Braun..schweig. 

\,as Felix Klein für das U nterricbtswescn 
geleistet hat, wissen am besten die zu beurteileil, 
die das Glück hatten, an seiner Arbeit teilzu
nehmen; es dringt aber audI immer mehr zum 
Verständnis aller der Kreise, dje am mathema
tischen und naturwissenschaftlichen Unterricht 
irgendwie beteiligt si nd. Die \\'iderstände und 
Anfcindungen, die er in reichem Maße erfuhr, 
sowie er von der luftigen Warte der rein wissen
chaftlichen Forschung in die Arena der Schul

kämpfe hinunterstieg, sind mehr. und mehr einer 
gerechten Würdigung der Ideen und Absichten, 
die ihn bei seiner Wirksamkeit für die Reform 
des mathematischen Unterrichts leiteten, ge
wichen. Langsam beginnen die Früchte zn reifen, 
die der von ihm gestreuten Saat entsprossen sind. 
'Vas erst den meisten neu und befremdlich. war, 
wird nach und nach Gemeingut und erscheint als 
etwas Natürliches und fast Selbstverständliches. 
AJlgemach dünkt es unbegreiflich, wie die Ge
danken, für die er sich mit der ganzen Kraft 
seiner machtvollen Persönlichkeit eingesetzt hat, 
als stöJ;el1der Eingriff in eine festgewuJ'zelte über
lieferung aufgefaßt un.d so hartnäckÜr mißver
standen werden konnten. 

Das Wirken Felix Kleins wird allezeit ein 
Markstein in der Entwicklung des mathematiscben 
lJn tel'l'ichts bleiben. Gewiß ist dies und jenes, 
was er mit Eins'etzung seiner glän'zenden Redner
und DarsteJlungsgabe vertreten und mit der ihm 
eigenen, ruhigen un,d besonnenen, dnrch keinen 

\Viderspl'llch zu verwirrenden SicherheÜ ver
teidigt ha t, schon vorher von an deren ebenso oder 
äh nlich geäußert worden. Aber es allgem~iD 

durchzusetzen hattc doch niemand vermocht, und 
in der wagemutig-rn Tatkraft, in dem unermüd
lichen Ausharren, in der scharfblickenden Er
fassung llnd zielsicheren Verwertung' der zur Mit
arbeit geeigneten Persönlichkeiten, in der, vor 
keiner langweiligen und ermüdenden Kleinarbeit 
zurückschreckenden Sorgfalt und Genauigkeit 
dar.in liegt vielleicht die größte Leistung Kleins 
bei seinem Wirken für den math€matischen Unter
richt in allen seinen verschiedenen Formen. 

Es ist aber klar, daß, wer eine solche Begabung 
für praktische Aufgaben besitzt, sie aus einer 
seelischen Notwendigkeit heraus frÜher oder 
später betätigen muß. Darum war es keine Ab
irrung von der rein wissenschaftlichen Laufbahn, 
wenn Klein sich, als die Stunde gekommen war, 
dem Unterrichtswesen zuwandte. Innere Ent
wicklung und äußere Umstände haben sich dabei 
in' so merkwürdiger Weise die Hand gereicht, daß 
dieser Dbel'gang mit geradezu elementarer Selb~t
verständlichkeit erfolgte. 

EifL so zum Lehren berufener Mann wie Klein 
mußte von Anfang an ein tiefes Interesse für 
TI nterrichtsfragen zeigen. Nur hielt sich dieses 
Interesse bei Klein zunächst durchaus im Rah
men seines eigenen Lehramtes. Er hat eine Wirk
samkeit als Hochschullehrer entfaltet, wie kaum 
ein Mathematiker vor und nach ihm. Schon in 
dieser Lehrtätigkeit ist auch eine gute )Ienge 
von organisatorischer Arbeit inbegriffen. Aber 
die in ihm schlummernde Neigung zu weit aus
blickender organisatorischer Wirksamkeit er
wachte doch erst recht, als er in seinen Vor
lesungen., in denen er nach und nach das ganze 
ungeheure Gebiet der wissenschaftlichen Mathe
matik zu umspaJ'lnen trachtete, zu Anfang der 
neunziger Jahre des vorigen Jahrhunderts zur 
'JIechanik zurückkehrte, der er schon zu Beginn 
seiner wissenschaftlichen Laufbahn, angeregt 
durch seinen Lehrf'l' Pliicke/', sieh zugewendet 
hat'e. 

Dabei kehrten seine Gedanken naturgemiiß 
in eine Bahn zurück, die ihm, dem Sohne des 
rheinischen Industriegebiets, von Haus aus nahe
lag, und aus der ihn nur die glänzendeDJ Erfolge 
seiner ersten geometrischen Arbeiten gerissen 
hatten. Dies war die Verbindun.g von Mathema
tik, Physik und Technik, insbesondere die Ver
folgung der Mathematik nach der Seite ihrer An
wendungen hin. Er selbst hatte für sich eine 
Zeitlang eine Vereinigung des mathematischen 
Studiums mit der technischen und naturwis.sen
schaftlichen Betätigung erträUU1t, und wenn diese 
Vereinigung sich auch als unerreichbar erwies. so 
blieb ihm doch das lebhafte Interesse für die 
Anwendungsgebiete der Mathematik. Dieses In
teresse rang sich nun in Göttingen zur k~aren 

Erfassung eines bestimmten Zieles empor: .,die 
be30nderen Einsichten und Kenntnisse', die er 
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y rmöge einer, mathematischen Tätigkeit im 
Laufe d l' Jahre gewonnen hatte, ,zur Herstellung 
ein~l' engeren Verbindung zw ischen Mathema tik, 
Physik und Technik in Geltung zu bringen". So 
entstand der Plan zur Schaffung eines physika
lisch-technischen Iustitutes an der Uni,'ersität 
Götting n, mit der weitergehenden Absicht, ,auf 
diese \:I1eise "an den deutschen Universitäten eine 
allgemeine Bewegung im Sinne einer Annäherung 
an die Technik auszulösen". 

Wt'un Kleins Absichten, soweit sie die nI
\' rsität Göttingen betrafen, im vollsten Maße ge
lu ngen und dort eine Reihe mustergültiger, reich 
au gestattctcr und vortrefflich geleiteter Institute 
on tstanden sind, das allgemeinere Ziel ist nicht 
el'l'eicht., Die Technik liegt heute den Uni"ersi
täten so fern wie vor 25 Jahren, Der Grund 
hierfÜr ist einerseits darin zu suchen, daß dem 
rein \\'i cnschaftlicben Streben der Universitäten 
der Geist der Technik nicht gemäß ist, daß sie 
\\'ohl den Weg yon der Wirklichkeit zur Theorie 
finden, aber, ausgenommen in der med.izinischen 
I:'akuWit (derell. Analogie mit dem Ausbildungs
gang unJi der Auffassnng'sweise, die an den Tech
nischen Hochschulen herrscht, Klein mit Recht 
hervorh bt) nicht rückwärts den Weg von dei' 
1'heori" zur \Virklichkeit, Andererseits fordert 
aber eine _ nknüpfung an die Technik auch kost
spielige äußcre EinrichtungeJ;l, für welche nnr 
in Göttingen die Mittel flÜssig gema('ht werdcn 
konnten. 

Daß dies gelang, ist wesentlich der unermÜd
lic1wn Werbearbeit Kleins und der klugen Politik 
zu dan)~en, die er yerfolgte. Er verstand es; die 
1jnterstützun.g technisch und wissenschaftlich in
teressierter, kapitalkräftiger Per önlichkeiten zu 
gewinnen, auf Grund deren dann auch der Staat 
sei,ne Beihilfe nicht versagte, zumal Klein in Alt
hoff einen mächtigen und verständnisvollen För
derer &einer Pläne fand. 

Nachdem so schon 1897 mi t einer ersten von 
clr i Stiftern erhaltenen Anzahlung einige Ma
schinen angeschafft und zu ih.rer Verwertung im 
Lehrbetl'ieb ein außerordentlicher Professor mit 
den nötigen Hilfskräften. angestel1t worden .war, 
wurde am 28. Februar 18P8 die "Göttinger Ver
einigung zur Förderung der angcwandten Physik" 
gegründet., die durch hohe Jahresbeiträge ihrer 
Mitglied~l" und weiterc sehr reichliche private 
Zuwendungen mit den staatlichen ZuschÜssen 
zusammen die Mittel für die nach und nach ent
standenen IJ;lstitute an der Universität Göttin
gen aufgebi'acht' hat. Später wurde der Bezeich
n~llg dieser Vereinigung auch noch die "ange
wandte Mathematik" hinzugefügt, Klein hatte 
erkannt und auch anderen begreiflich zu machen 
yerstanden, daß, die geplanten Neuerungen aucl1 
eine Erweiter'ung' des mathematischen Studiums 
in sich scbließen müßten. Zunächst wurde dabei 
an die Ida,~~tellende Geometrie gedacht, für die 
Klein immer Interesse gehabt, und die er schon 
nach seiner Berufung an die Erlanger Uniyersität 

als einer der ersten vor "rCine!l Mathematikern" 
gelesen hatte. Daran chloß sich dann die Geo
däsie und aus einer dm'c,h Lexis veranlaßten 
Parallelgründung heraus die V r icherungsmatbe
matik an. . 

Der angewandten Mathcmatik wurde nnn als 
Lehrgegenstand der Uni \'ersitäten ein, fester
 
Boden \'erliehen dadurch, daß 1898 die neue preLl

. ßische PrÜfungsordnung für das Lehramt an
 
höheren Schulen herauskam, in der die ange

wandte Mathematik als besollideres, allerdings nur
 
in Verbindung mit der reiuen Mathematik wähl

bares L hrfach erschien. Dadurch erhielten nich.t
 
bloß die Göttinger Einrichtungen einen äußeren
 
Zweck, dem sie dieuen konnten, auch für die
 
übrigen Uniyersitäten ergab sich die Notwendig

keit, durch besondere Lehraufträge und Lehr
mi ttcl für die Vorberei tung der Mathematikstu
dier nd n auf das neue Prüfungsfnch zu sOl'gen. 

\Venn aus der Neuerung, die \'01' llunmehr 
20 Jahren mi t so frohen Erwartungen begrüßt 
\verden konnte, noch nicht der Segen geflossen 
ist, den Klein selbst da \'on erhofft hattc, so liegt 
das wohl an folgendem: Die angewandte Mathe
matik ist wohl ein besonderes Pl'Üfungsf::!ch ge
wOl'den, aber 'sie ist nicht anch ein besonderes 
Lehrfach an den höheren Schulen. Was die Aus
bildung in der angewandten Mathematik bezweckt, 
~o wie wir sie heut.e fassen, als die Unterweisung 
in den Teilen der ~1athematik, die auf deren An
,,'endung in der Wirklichkeit hinzielen, also 
namentlich die Schulung im :YI:cssell, Rechnen und 
Zeichnen, das bedeutet eine Ausbildun"', die jeder 
empfangen haben oUte, der mit dem recht.en Er
folg den math matischen nterricht an einer 
höheren chule erteilen wiU, es müßte also über
haupt einen integrierenden Best.andteil des rua
themal;ischen Studiums bilden. Ehe das nicht er
reicht ist, sind die Ansprüche, die von seiten der 
Schule ge 'teilt \verden mü 'sen, nicht erfüllt. Da
gegen ist für die Schule nicht unbedingt nötig 
die weitergehende Ausbildung in einem besonde
ren Spezialfache, sei es in Versicherungsmathe
matik, Astronomie oder Geodäsie, in der meist 
auf "technische Mechanik" zusammengezogenen 
Maschinen technik oder in der Elektrotechnik. E-s 
ist klar, daß diese weitergehende Ausbildung ent
weder an der Oberfläche bleibt oder aber mehr 
anderen, außerhalb cl s Lehramts stehenden Be
yufstätigkeiten zn dienen geeignet ist, al Ver
sicberungsmathematiker, als Astronom, Geodät 
oder als technischer Physiker, und danach 
aufgefaßt und ausgestaltet zu werden yerdient, 
wie das chemische Spezialstudium auf der. Uni
versität längst der späteren erwendung al 
technischer Ohemiker nu zbar gemacht ist1 ). 

1) Hierbei soll nicht unerwähnt bleiben, daß bei 
besonderen Fachschulen die gena.nnten Wissenszweige, 
und zwar. immer je einer von ihnen, für die Lehrtätig-' 
keit große Bedeutung gewinnen, -so die Geodil.6ie bei den 
Landwirffichaftssch-uleu, , die Versi 'hcruugsmathematik 
und was mit ihr zlhsammenhllngt bei den Ha.ndeLs
schlllen, ,die angell"[llldte Uechanik .und Physik bei den 
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Die Annäherung der Universitäten an die 
'Technik bildete aber nur die e.ine ·Seite der Be
otl'ebungen, die Klein leiteten. Die andere Seite 
war die Stellungn,ahme der Technischen Hoch
schulen zu den theoretischen Wissenschaften. 
Vielfach durch ungeeignete Vertreter dieser W'is
senscha'ften gereizt, hatte sich in den Kreisen der 
Techniker das Bestreben gezeigt, die AusbUdung 
der künftigen Ingenieure nur solchen Männern 
anzuvertrauen, die selbst technisch geschult waren, 
und es war von ihnen energisch betout wor
den, daß Mathematik und NatuM'vissenschn.ften 
für den Ingenieur nur die Bedeutung von Hilfs
wissenschaften hätten, deren eingehende Kenn t
nis und tieferes Verständnis nicht zu erstreben 
seien, und die nur im Zusammenhang mit ihren 
technischen AnwendUl;lgen behandelt 'werden 
dürften. Diesen Auffassungen und Bestrebungen 
gegepübel' war es nun von große)' BedeutlJng, daß 
Klein, der selbst von 1875 bis 1880 an einer 'Tech
nischen Hochschule gewirkt hatte, vom Jahre 1895 
ab die Beziehung zu den In,genieuren suchte, daß 
er sozusagen in die Höhle des Löwen ging;. Trotz
dem er damit keine aggressiven Absichten ver
folgte, sondern nur klärend wirken und sich selbst 
Klärung verschaffen wollte, wurde der Streit zu
nächst eher heftiger als milder, aber der schließ
liehe Erfolg· ist doch eine volle Verständigung 
gewesen. Heute lebt jene Fehde nur noch in 
der Erinnerung. N'amentlich' der Ülzwischen ins 
Leben gerufene Deutsche Ausschuß für teGh
nisches Schulwesen hat viel zm' endgültigen Be
seitigung aller Zweifel und Unklarheiten' bei
getra.gen ' ) .• 

Soweit, wie wir sie bis jetzt verfolgt haben, 
betraf Kleins Wirksamkeit nur den Lehrbetrieb 
der Universitäten,. die höheren Schulen dagegen 
nur m,ittelbar durch die erstrebte Ausbildung der 
Lehramt.skandidaten mathematischer Fachrich
tung. Da kam die Schulkonferenz von 1900, an 
der auch Klein beteiligt war. Es war nur natür
jich, daß er hierbei aus den ihn augenblicklich 
leitenden Bestl'ebungeu heraus besonders die Her
anziehung' der Anwendun.gen fÜr den mathema
tischen Schulunterricht betonte, indem er aber 
weise :Mäßiguug empfahl. Sehr mit Recht hob er 
als den eigentlichen Zweck des mathematischen 
Unterrichts hervor, in dem SchÜler die f'ber
zeugung entstehen zu lassen, daß "richt.iges Nach
denken auf Grund richtiger Prämissen die 
Außenwelt beherrschen läßt". . 

Diese Außerungen enthielten nun an sich 
keineswegs etwas völlig ~eues,sondern wieder
holten nm, was u. a. bereits 1891 in den Braun
schweiger Beschlüssen des Verein~ zur Förderung 

techni-schen Fachschulen, die A.sil'onomie bei den See· 
iabrtschllien. 

') Die für das Vorstehende in Betracht kOllll11endcn 
,\ufslitze und Vorträge Kleins findet man :lUiSammen· 
gostellt in der Vortragsaammlung F. Klein und 
R. Kiecke, 'Ober ungewandte Mathematik und Phy~ik 
in ihrer Bedeutung für den Unterricht an l,öhero>n 
Schulen (Leipzig, Teubner, 1900). 

Nw, Iq)~. 

des math'ematischen und 'naturwissensch.aft:.:4Jea 
Untel'1'ichts einen ziemlich extremen und i;; 
Entsohließung auf, der, Versammlu.ng des- ~-e~
zu Wiesbaden 189'4 einen. maßvollw;en Au 
gefunden hatte; sie ko.nnten deshalb sicher 
eine besondere Errllgung und Anfeindung berv<'·· 
rÜfen. Ganz all.ders war es aber mit der Ford . 
rling Kleßns, d-aD wenigstens'RJl den Realanstalt 
die Anfangsgründe deJ' Differential- \rnd)nregrn)
J'Qchn!lDg sowie der anal;ytischen Geometrie\·.4ui
nahme finden so)lten. Diese Forderung, die 
übrigens auf der KOl;Jferenz nicht bloß von Klei",. 
sondern aucb .von JIauck, ltexis und, Slo,by veI
tret-en wU~'de, erschien fortan geradezu als das 
Kennzeichen der sogenannten mathematiscben 
UuterTichtsreform. Man wal' Anhänrger oder 
Gegner dieser. Reform, je nachdem man jener 
Forderu)1g zustimmte oder nicht, und dabei war 
die Auffassung' durchaus die, daß es sich, wie mall 
es allS Kleins eigenen Bemerkungen und nament
lich aus E. Göttings AtTsführungen dazu entneh
men mußte, um einen 'besonderen Lehrgang iJ1 
beiden DiszipliiJR-n- handeln solle. Götting gab 
geradezu ein vorläufiges Prog.ramm fi.iT den LebI'
gang in der InfinitesJma:ll'ecbnung, der bis zu der 
Lösung einfacber Differentialgleicbungen auf
steigen un.d von dem Unterricht in Ji'rima etwa 
mem- als ein ,Jahr i,Q. Anspruch nebmen sollte. 
Wiederum war> es kei~eswegs etwas .Neues, 'll"a
hier verlangt wurde. Schon mehrfach war' \'0 

einzelnen Schulmännern die Aufnahme der Diffe
rential- und Integralrechnung an den höherl'u 
Schulen gefordert worden, und an einer ganzen 
R.eDle von RealanstaJtell wurden sie tatsächlich 
u TI terrieb tet. Die württemberg'ischen Oberrea~

sch.tllen bringen bis heute an Di#erential- lln~ 

Integralrechnung, analyti:scher und darsteJlendE'::" 
Geometrie so viel, 'daß die er-sten Hochschu;· 
semester der später an der Technischen Hochschui 
Studierenden ganz wesentlich dadurch e;ntla~':': 
werden, und man ,behauptet, auf diese \V1lise ~1"\1' 
gute EriahJ;ungen gemacht zu haben. 

Es ist also Kleins Vorschlag wedel' volli'" •
 
gewesen, noch kann ihm der Vor'wurl cl
 
realisierbarkeit gemacht werden. Trotz
 
Cl' einen heftigen Widerstnnu ausgelüsi.
 
Widerstand wurde keineswegs dadurch
 
daß die im Anschluß an die Schulkonfer
 
heraus·kommenden neuen preußischen
 
in maßvoller Beschränkung nur forderl
 
den Schülern der oberen Klassen ein ej..~·_
 

. Verst.ändnis des Funktionsbegriffs, m;'
schon auf früheren Stufen bekannt ge, 
sollten, zu erschließen, und auch, da: 
führung in (Jen wichtigen Koordintt.::' 
erfolgen habe. Schon dies war \'ie~eD 

bequem, die an einem veralteten Ben-ii; der 
mental'mathematik klebt.en. Aber tC, '!ie 
dem WideJ'Strcben.: einigen bisher 
studium auf der Hochschule yorheha' 
ziplinen Einga~g an der höheren &:~_ 
schaffen, j al1cli e~u g-eSIJ nder G0d:t'3.~ 

...
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r :ch ge eil die uHas'lmg richtet, daß di~se 

Einführung neuer ·T ilgebiete der Mathematik 
durch die Bedürfnisse bestimmter Berufe, welche 
d'e ehüler' päter möglicherweise ergreifen kön
n ,-f;U rechtfertigen sei·.·· Die demgegenüber gel
tend gemachte An icht ist die, daß die Be tim
mr ng der höheren Sch" le ausschließlich sei, 
eine höhere AlJgemein ,;ldung- mitzuteilen, und 
Jaß die Wahl der einen oder anderell von' den 
drei Arten höherer ::;chulen, die wir haben, in 
jedem Fall nicht durch den späteren Beruf des 
Zöglings. sondern nach seiner besonderen gei
stigen Veranlagung zu be timmen sei. Das hat 
auch Klein ehr bald p.rkannt. Während er auf 
der Scbu.lkonferenz 1900 seine Forderung au_
drücklicb damit begründete, daß einer großen 

Il.:?ahl VOn Studierenden an unseren Hochs hulen 
mit einem solchen mathematischen Vorkurse an 
der Schule, wie er ibn wünschte, wichtiger Vor
chub geleistet werden könnte, ging er bei 

einem Vortrage auf dem Fericnkur in Göttingen 
Ostern 1904 ledig:ich von dem Grund atze au , 
daß das Ziel des matbemati ehen Schulunter
richt ein klares Ver tändni der mathematischen 
He tandteile unserer heutigen Kultur sein. müsse. 
Die e Be tandteile ruhen, sagte er, ganz we ent
lieh auf dem Fun ,tionsbegriff und seiner Aus
gestaltung nach geometrischer und an.a ytischer 
Seite, und so ergibt sich mit Notwendigkeit die 
Thesis, daß der Funktionsbegriff in zv; eckmäßiger 
An gestaltuno- in den Mitte punkt des theoreti eh
mathematischen Unterrichts zu rücken ist. 

Die~e' Thesis ist unter dem Schlagworte des 
,,funktionalen Denkens" denn auch das geworden; 
was von Kleins Bestrebungen auf dem' Gebiete 
des -mathematischen Unterricht in die weite ten 
Krei"p credruogen i t. Sie schließt abe!' chan in 
sich,. daß nun nicht mehr ein besonderer Lehr
gang der analyti chen Geometrie und der Infini
tesimalrechnung er trebt werden soll, daß viel
mehr im Verlauf der ganzen chulau bildung der 
Funktionsbegriff und mi·t ihm in organi eber 
Verbindung der KoordinatenbeO'riff und die In
finite imalbegriffe mit den allgemein üb:ichen 
Bczeich1)ungen der Differentiale und Inteltrale, 
nach und u~ch anfsteigend, an chaulich und faß
bat' entwickE'lt werden sollen.. Iso keinen Kur u 
der Differential- und Inteo:ralrechnung, .nur. die 
fü.r die Entwicklung der Begriffe notwendigen 
und~ wenn auch in anderer Form, für die physika
li ehen Anwendunge immer benutzten Differen
tialquotien tell und Integrale der allereinfach ten 
Fupktioncn zu geben, und damit auch nicht in 
den~ SchÜler die Täuschung zu erwecken, al ob 
er nun schon die "höhere Mathematik" beherr che. 
da ist die uHa sung, zu der 'sich Kleins Ideen 
,"au de).: Heform de mathematischen U uterrichts 
abklärten, unq die heute auch noch al· die Ansicht 
der "Reformer" gelten kann 1 . 

1) über 'die matbematische Unterricbtsreforlll und 
K.leins bierauf bezüglic e' Tiiti"keit vgl. man die Vor· 
tr!l.gssammlung P. Klein und E. Riecke, eue Beiträge 

Inzwi cbell hatte sich .. Kleins Interesse. abcr 
üb r den mathematis hen. nterricht hin!l!us 'd r 
allgemein ren 'F:cage nach ,der' Holle, welche die 
mathematisch-natur.wissen chaftliqhen F'ä her an.' 
derr.höheren Schulen. zu pielen berüfen 'sind, zu
gewendet. Er. erreiehte auf d.er: Na.turforscher
versammlung in Cassel 1903, daß·· beschlossen 
w.u.rde, "die Gesamtfragen des ma thematisch"na, 
turwissenschaftlichen .Unterrichts .an den .höheren 
Schulen. bei nächster' Gelerrenheit zum' Gegen
stande einer' l1m:fasscnden Verhandlung zu.' 
machen." Nach dio em Be chl.u.ß ist 1904 auf d l' 

Versammlurrg in Bre lau die nterrichtskom
mission der Gesellschaft Deutscher .aturfors~hel" 

IlI1d Ärzte entstanden, d reh Tätigkeit bereits im. 
folgenden Jahre, 1905, a,uf der Versammlung in 
Meran zu bestimmten Lehrplanentwürfen, insbe
andere auch auf mathematischem Gebiete. führte. 

Dieser mathematische Lehrplanentwurf führte zum 
er tenmal au , wie die neuen Ideen zur Geltung 
kommen sollten, wie insbesondere der Fuuktions
begriff aufzubauen sei. - Wa die Behand ung der 
DifferentiaI- und Integralrechnung betrifft, so 
wurde ie vor ichtig al eiue even uelle 
bezeichnet und dem Lehrer freie Hand g
la sen, ob er sie. aufnehmen wolle oder nicht. Die 
Arbt>it der Unterricht kommi ion re.i hte bis 
19071-), und sie wurde dann zu einer den Unter--· 
richtszwecken dienenden Abordnung sämtlicher 
au Mathemati - und Naturwissen chatten inter
essierten deutschen gelehrten Gesellschaften aus
gesta~tet, dem Deutsche Ausschuß fÜr den mathe
mati~chen und natllrwi enschaftlichen Unterricht 
(DAMNU). Über die Tätigkeit die e Aus chusses 
und die Rolle, die Klein in ihm gespielt hat,'zu 
sprpchen, würde hieT zu weit fü.hren, aber so viel 
kann .doch ge agt werden, daß, wa Gutes dabei 
herau gekommen i t, zum großen Teil Kleins- un
ermüdlicher 1fitarbeit und dem b~lebenden und 
anfeuernden Einfluß seiner Persönlichkeit zu dan
ken ist. 

Die Au ehnung auf den naturwissenschaft
lichen Unterricht ist jedoch nur eine Seite, nach 
der ich Kll'in Bestrebungen allmä~lich ant
wickelten. die andere Seite bildet die Erweiterung 
der Arbeit am mathematischen Unte'rricht YOP 

dem engeren Umkreis der höheren. Schule auf die 
Gesamtheit ~lIe Lebrstiitten, an denen di 1fa
thematik Überhaupt -in iroendwelcher Form 'ei'ne 
Holle spielt, und damit er't die Hervorhebung der 
Kulturbedeutung-, die der Mat ematik zu ·ommt. 
in. ihrem vollen Umfange. Den äußeren Anlaß h1er
fii.I' bildete, die Gründung einer Internationalen 

zur Frage de mathematischen Unterrichts (Leipzig. 
Teubner, 190 ), P. J(~ein, \'ortrltg~ über deu mattlc
I 'lti ehen Unterricht au den höhereIl Schulen, 00
arbeitet von R. Schim7llllck (ebenda 1907) und die 
Bf' K- bhandlung von "ch-itn'n(lck, Die Entwicklung 
uer matheUl. uterrichtsreform in Deub,chland (ebenc!tt
1911). . . 

1) A.. O"tzmer, Die Tä.tigkeit der Unterrichtskom~' 
mi ion der" Gesell cb:tft Deut eller Naturfol" eher und.. 
.tÜzte (Leipzig, Teubner, 1908): 
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Jlathematischen Unt:eirich tskommission auf dem 
Internationalen Mathematikerkongreß in Rom) 
Ostern' 1908. Klein wurde Dicht bloß zum Vor- I' 

sitzenden dieser Kommission, der seither viel
genannten IMUK, gewählt, er hatte auch die Be
richterstattung der deutschen Unterkommission 
über den mathematischen Unteri'icht in Deutsch
land zu veranlass-en und zu leiten. 

Diese Berichterstattung wuchs sich zu einem 
gewaltigen literarischen Unternehmen aus, eiller 
?j:[aterialsammlung ersten Ranges, die, wenn auch 
vieles naturgemäß bei der rasch fortschreitenden 
Entwicklung bald veralten muß, doch auf lange 
Z.eit hinaus die sichere Unterlage für alle Be'
strebungen auf dem Gebiete ties mathematischen 
Unterrichtswesel1 zu bilden berufen ist. Aber 
nicht das allein. Die Sammlung dieser Berichte 
bedeutet überhaupt ein einzigartiges Kulturdoku
ment. Sie gibt ein allgemeines Bild von dem 
Zustand des Unterrichtswesens, wie es vor dem 
Kriege im Deutschen Reiche bestand, und daß 
in den Mittelpunkt dieses Bildes der mathema
tische TIntel'l'icht gerückt ist, entstellt es nicht. 
sondern gibt ihm nur festere Züge und einen be
;onderen Oharakter. Es macht sich dooh ebe11 
geltend, daß die },{athematik sozusagen die Ur
und Grundwissenschaft ist und sich deshalb in ihr 
der geistige Zustand eines Volkes deutlich spie
geln kann. Bei keiner anderen Wissenschaft 
wäre es in gleicher Weise möglich gewesen, an 
ihr ein.en 1Jberbhck über die Bildungsbestrebun
~en und Bildungseinrichtungen in allen ihren 
Verästelungen zu geben. Klein hatte schon 18DG 
in einem Vortrage hervorgehoben, daß die Mathe
matik die Entwicklung der menschlichen Kultur 
auf allen ihr.en Stufen begleitet habe, und daß 
dcshalb ihre VerbTeitung geeignet sei, die Über
:,:,cugung von der Solidarität aller höheren geisti
r;en Interessen zur Geltung zu bringen. 

'Diese AuBerung hat in der BC'richterstattung 
der deutschen IMUK, die in acht stattlichen Bän
den "Abhandlungen", wozu noch ein Band "Be
richte und Mitteilungen" kommt, jetzt abge
,schlossen vorliegt' ), ihre volle Bestätigung gefun
den. Welche ungeheure Energie, welche unend
liche Gedul-d und welche Selbstvcrleugnung es er
fordert hat, dieses Werk zu Ende zu fähren, ver
mag nur der zu ermesen, der es selbst in seinem 
~ntstehen und Fort-schreiten verfolgt hat. Daß 
es· Klein gelungen ist, kann mit Recht als die 
Krönung seiner Arbeit an der Entwicklung des 
deutschen Untel'1'ichtswesens betrachtet werden. 
.\.ls es vollendet war, hat er auch selbst das Ge
fähl gehabt, dfl!.Il1t einen AbschluJ3 der 20 Jahre 
fr.üh.er begonnenen Tätigkeit erreicht zu baben, 
und er wandte, so lebhaft sein Interesse für die 
lJoterrichtsÜagen blieb, sich in seiner Hauptarbeit 
doch von diesen Fragen wicde~ der rein ~issen
.schaftli.ehen Beschäftigung zu. Die Zukunft abcr 
\vird es ihm Dank wissen, was er fÜr die Erzie

') 'Erschienen 1909-1!l.16 bei T{)ubner in J_cipzig 
Lind Bcrlin. 

hnng eine.s gesunden Wirklichkeitssinnes und 
zielbewußtel' Erfassung der Umwelt durch die 
l\raft . des an MaBund Zahl anknüpfenden und 
da1'um von a]]er persönlichen Meinung up.abhän
gigen Denkens getan hat. Denn darin liegen doch 
die großen, beharrlich festgehaltenen Zielpunkte 
"eines WÜkens für die Reform des mathemati
chen Unterrichts. 

Felix Klein und die Förderung der 
"angewandten Wissenschaften". '. 
"Von Prof. Dr. L. Prnndtl, (föttingen. 

Daß die exakten Universit.äts-wissenschaften, 
die die Fühlung mit dem werktätigen Leben da
mals zum großen Teil \'ollständig verloren hat
ten und ihren Ruhm in der selbstgewählten Iso
liertheit der "reinen 'Wissenschaft" saheu, mit den 
.. \.nwendungsgebieteu wieder in lebendige Be
:oiehungen gebracht werden müßten, war eine der 
leitenden Ideen Kleins vom Beginn sein!:'r akade
mischen Tätigkeit an' ). Nach außen tritt Jil'''' 
Idee, die in seiner Hand auf mathematischem 
Gebiete bereits früh mancherlei wertvolle Früchte 
gezeitigt hatte, en;t in seiner späteren S(;haffeus
periode stärker ],ervor, als er sich cntschlossen 
hatte, auch für die physikalische Wissenschaft die 
Fühlung mit der inzwischen machtvoll sich ent
wickelnden Technik wieder in Gang zu bringe I!. 

Heute, wo diese Idee sich bereits in einem sehr 
weiten Kreise durchgerungen hat und scllOn sehr 
deI in dieser 11.ichtung hat verwirklicht wOHlen 
können, ist es schwer, sieh klar zu machen. WPldJ" 
großen Widerstände nach außen und nach innen 
Klein seinerzeit überwinden mußte, um seinen mit 
ebenso viel Zähigkeit wie Klugheit verfochteuen 
Bestrebungen freie' Bahn zu erkämpten. Von 
.len Pläuen Kleins zur Verwirklichnng (heBel' 
TdcE', von dE'n Schwif'rigkeiton, die ;;ich ihnen 
ent.gegcnstellten, und von dem, was cl'I'eidlt 
ist und wie es erreicht worden ist, soll hier in 
KÜrze berichtet werden. 

Nach Kleins eigener Außerung war ihm be
reits durch das Vaterhaus und dureh vie1e1:1ei 
~\.nregungen in der betriebsamen Vaterstadt 
Düsseldorf ein lebhaftes Empfinden für tech
nische Dinge mitgegeben worden, so daß er sich 
sogar zeitweilig mit dem Gedanken getragen hat. 
.selbst Technik zu studieren. Später hat während 
seiner Lehrtätigkeit an der ?l1ünch.ener Techni
schen Hochschule deI' Umgang mit den I,eJrrern 
de1: technischen Wissenschaften, besonders mit 
C. Linde, sehr anregend auf ihn gewirkt. Den 
BntscheidendenAnstoß dazu, selbst in die Ent
wic.klung dieser Dinge einzu.greifen, gab jedoch 
erst' viel später (1893) eine' 'amerikanische Stu
dienreise, die Klein gelegentlich der Weltaus
stellung zu Chicago im Auftrag d'es preußischen 

') Vgl. z. B . .die in oder Zeit.sehr. r. matb.-naturw. 
Jnterricbt Bd. XXVI (1895) abgedruckte Leipzig<:'r 

Antrittsrede von 1880. (Lit.-Ver7.. D )Ir. 111.) 
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KultusmihisteTium's unternahmrund. auf der er 
auch'GasLam4rik'lil.rllsc'h Hochsclibfweseu'studierte. 
D~e rB~0fr'ÜU&gestatteten Lehrmittel mancher der 
besuchten, ,Anstalten, 'b'esond'ers aber da "phy
sika lische. Experltuent an, der lebendrgen Ma
schilie'" hatten ihm starken Eindruok hinter
hLseu; danebeFl auch clus drÜben ansgepl'ägt.e 
Sy tem der Selbsthilfe, der es möglich geweseu 
war, Männer der Praxis, die Über die nötigen 
Mittel verfÜgten, fÜr die Förderung wissenschaft
liehel' Dinge zu interes iEll·en. 

1!1:' das \'Ol: ih1n sehnlich herbeige\vu,nschte 
Bindeglied zwiscben elen Universitätswiss'enschaf
ten und der Technik zu schaffen, vertrat eT nun, 
alsbald nach s wer Rückkehr, in Berich·ten an 
ela MinisteriuUl lind in einer Denkschrift, die 
er auch führenden IndustrieBeu Übersandte. 
elen Plan" in Göttingen oem mathC'lYlatisch
ph:Vsikaliscl1cn nterrich tsbetrieb U n terrich tsein
l'ichtangen für "technische Physik" anzu
gliede~·n. Damit sollte vor allem Gelegcnhei g
schaffcr\ wel'den zur \Veiterbildung von Ingeni
euren zu wissßn chaftlicben Fühl'ern der Tech
nik und zu Idiuhigen L hrel'n an Technischen 
Hocbschulen. Außerdem sollten durcb diese 

I; terriclTtse iariclrtullgen die Universitäts'bö rer 
die MÖ",lichkeit erhalten, sich über Fragen der• 
Technik zu unterrichten. 

Da die Te hnischen, Hoc,hschulen bis dahill 
mit der Ansgestaltung ihrer immer weiter an
\n(chseIld~m Lehraufgaben vollauf bescbäftjgt 
wilren und nicht' dazu gekommen waren, für die 
Herallbildl.lng eines geeigIlet~n akadel1l ischen 
Nachwuchses fÜr sie ,selbst, Nennenswertes zu 

.tnu, schien dieSEl,).' Plan, sehr viel Erfolg zu \'er
pl·ec~len. Die .tlberbrückung der damals sebl' 

g 'oDen Klu{t; z\Vis~hen UniVE'l'sität D ud 'fechni
sche.r Hoch,scJ1uIß würde sich dU'ch clon Uber
f!'i1ng der an ~ l' Universität w9itergebild,eten In
g'c'nieu)'e . in aas ,Lehramt an den Technischen 
Hochschl)Jen, wie auch durch die IIeranziehung 
von technisch vorgebildeten Lehrkräften an elie 
'Cniversität mit der Zeit von selbst in.organi .cher 
'leise. vollzof;en haben. ' " 

Jedoc):J. stieß der, Plan nicht nur beL den In
clustriellen, 'ap. die I{lein SiCJl gewandt hatte, auf 
Ul!'Zllrei9hyndes' Intei'esse,; sondern es entsl1:ancl 
ihm auch von . eiten der Technischen 
H~chschuleu ~ine' iiu.rre~' t r heft,jge" Gegner
schaft., Die ,oben erw~hnten M~ngel waren a'l1ch 
dort· schon empfunden worden; ma.p: war mit 
allerhand Reformplänen, besonders bezÜgl-ich der 
Schaffu'ng von Ing~nieurlaboratorien, beschä:Higt 
1111l{ empfand' da/leI' die Kl.einschen Plän!l als eine 
Durchkreuzung eier ~igtenen. Die. heft-ige . Be
fehdllng der Klei nscben Plän'e fkonnte' schließlich 
clu<-ch ein ati{ der Rauptversamllnnk des Vereins 
Dcutscher IngetÜeurc, zu A-a6 len (1895) ahg-e
sch16s~.ene KOO1promiß besclrw:,ici;tigt~ 'werd~n: 
Gc,llAiiß..J1 qi~sE\\U. ,; Aa,<;l,h.e!l~r I:Fri~de~l" sp)J te~. in 
GöttJj.'llgen~J digli«!i;:; Ei:.n~d'dhtürlgen. gatroff:e ~ver.

den, 'dtlltch, 'e l[l det/·trnHlersi 3 ~st\':rCYelfiel1fJ:iesön

de.rs' den Lehramtsl('aud(d[~'en der ,~Mll'therhatik 

un'd Physik, Gelege.nlieit zur Einführung, Ln, tech
nische Fäche,(' gebotell!lwtirde. Die Fortbildung 
der Ingenieure sollte dagegen Aufgabe der Tec11
nischen Hochsch,ulel1 seitl. 

AbeT auch diese verringerten Fläne fand-en 
noch sehr erhebliche Gegnerschaft, 'wie a.ns der 
Diskussion zu -einem Kleinschen VortJ''age, im 
Hanuoverschen Bezirksverei n des Vereins:, Deut
cher Ingeniem'e sehr lebendig zutage tritt, in 

oer siimtliche Reclner gegen die Kleinschen Ab
sichten sprachen!). Aber auch an eier Universität 
elbst war, von wenigen Ausnahmen abgesehen, 

eier Kreis der Kollegen den Kleinsehen Absichten 
nicht hold. :Man befürchtete \'OLl dem EincIringen 
technischer Ideen und technischer Arbeitsweisen 
eine Minderung des hohen, auf die Teine Wi8sen
~ehaft gerichteten Geistes der Universität oder 
wenigstens ein "lJberlön'en der leisen Musik der 
)[aturgesetze clurch die TrompetenkJ.änge ael' 
technischen El'folge" und yersagte Klein die 

l1 ters ützung. 
Ein anderer hätte sich von einen Plänen viel

leicht abbring'en lassen, Klein aber machte, da 
ihm andere Mittel VOTerst versagt bliebt>n, selbs 
einen Aufang, . verschrieb sich einen' jungen 
Ingenieu1(2) als Assistenten 'und las 'selb'st 'übel' 
:,Techn ische Mechanik"! . Sein 'Ziel, das I'nteresse 
I'on Leitern großer industrieller Unternehmungeu 
für seine Ideen zu gewinnen, verlor er clabei nie 
aus dem Auge. Nach elreijälnigen Bemühunget) 
gelang end Iich 'Weihnachten 1896 der erste Schri tt 
vorwärts in dieser Richtung: Dureh~ die Mithilfe 
. eines Müncllener Freundes Prof. C. Linde und 
de~ Leiters der Elberfelder Farbwerke und Land
t:lg'abgeol'clneten Dr._H. Bötti1l.gB1· ka'rn eine erste 
SUlUme voü 20000 M. für -ein, kleines Masehiuen
laboratorium zusammen. Mit Genehmigung 
der UnterrichtsverwaJtung wurde eine :M:aschinen
anlage fÜl' die elektrische BeJeuchtun,g det' Kgl. 
Bibliothek, die eben errichtet lw.erden soHt'e, in 
eiL ses Laboratorium mit einbezogen. U'm die filr 
dio Leitung, des Laborato'ri,umst erforderliche 
Lehrkraft zu gewinnen, WLl1:ae 'ei '1 ga ngbart<r \Veg 
elncluJ:ch gefunden., daß der Lehr::U1ft.rag mit einer 
neu,begrilndet<:lll nußeTordentlichetl Pt:o"fesslir 'fi'LT 

I) Vgl. Zci -chI', des Vcrei;;l" DCIII_'whcr lng- lliellrC 
L896, S. 102 \1. f. Auf cti(>$en VOTtrs'" ILit.-Verz. 
D Xl'. 116) sowie auf einen weiteren im H~l1l;over;;'chen 
\htthem. Verein (Lit.-Verz. D Nr.l 19) sei hier besonders 
V"rwieseu. Beide Vortriige sind in der Schrift ,,-Ober 
angelYandte Mathe.matik uud Physik in ihrer B.:eden· 
t lIu,g für den Unt,erricbt an den höber'e,n Se;hul.en", 
':orträ.g~ g~ ~mm:lt von P. Klein ~ln.d E. R-ieckfi, kil!o 
7.~ 1900, Wieder abgedruckt. Siehe dort -,D,u-chr.~lell 
Vo.rtrag auf det Diissekloder, Naturlorscher-Versam;m· 
'lung: "Universitiit "wnr! Teehn. Hochschule". , ILit.
VqJ9:l' i[) Nr'i 125.) - nje (}egp-er ehaft qet'jtech~niscJleJl 

TT~c~1ß~hu.len trat ü~t'igenf a'uc;h, päter ,?:~fhrm...ehp:w,';1'l~ 
heftIg. he~vo~, '\'0 1Il der llern~.nhau 'ede vo P!'oi. 
.)ab,!! ,~om '30. März 1'900. Klei? liäi-a.uf l !Hi<l!Se'bReue 
in ei.ner ,bei Tllubner,_ IJeipzig!190. , >e ,chiebeneu ßel'f 
lesenswerten Schrift geantwortet. Lit.-Verz. A_~r, 20,)

.2) Den jetzigen Profes.~or ilfontz lT"e/)~;! •. :t''1l' \teeh
n i, ehen Hochsc!1 Ule Oha rlotten hul'~. ,lIfl19 beu 
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lanc1wirtsc.h.attllclies lI.fa.schitleuweseQ,' uye1ili\wden 
wurde. T lJt. 'ii :Y~"!l 'la' ·r- i ..... '", f'jf"), 

'Sn~'l\;;'ar .ein Anfang :.ge'n;llcht~ ,A~l{ahg 1898 
gelalyg e.s, einen" kleinerl Kreis von iLaml1aft;en 
Industriellen. in <9-öttinge'U zit versatnmelri, J die 
sich 'für' Kleins PHi.n.ll; intdessierten 111.1d di'e:' ße· 
gorll1ene Sache weiter zu förderh beschlüisen. 
Die so gegründete "Göttinger Verein igung zur 
.Fijrderuug der angewandten PhS·.silc uJ;ld Mathe· 
matik" erstarkte unter dß,l' Leitung ihrer heid'en 
Yo,rsi-tzenden Bötlin.ger und Kle.1·n in erfreulichcr 
Weise un<d fand, was fÜr liu Gedeiheu vou grÖß
ter.\Vicht-iglceit war, in dem Leiter. des preußi
schen B:ochschulwesens, Mluisterialdi:rektor AU
ho'ff, eioen tatkJ;äftigen FÖ1~derer. So .entstanden 
ehr b.a~d. U.n1,errichts- und' Forscb:ungsllinrich

tw:\gen auf dem Gebiete der Elektrotechnik und 
eer Rngewandten }/Iathematik einschheDlich Ver' 
Jllessungswese,u und Nautik, die Anlagen für te,ch
nische 'phyS'ik konnten sehr wesentLich ausgeba.u t 
~\'erden1). Leider verbietet der Ra'um, aw' alle 
:J;:inzelheiten der Weiterentwicklu,ng hier näher 
eim:ugehen. Wieviel im J alU'e 1906 btareits er
reicht ·'I'\·ar, ~st aus der Festsch~'ift zu}" Ein
weihu!1g' de1: ,phssiklilischeu Institute, der eine 
Beschreibung deJ' von der Göttinger Vereinigung 
gcsehaff~en'Einrjebtun~en eingefügt ist, zu cnt
uehme.u2). Von" der Entwicklun~ bis. in die 
neueste .Zeit gibt d,ie anläßlich des '~wanzigiäh
rigcn • 'Stiftungsfestes (191,8) her"ausgegebene 
kleine 'TIenlc-schrift3) eiJ;l höcb.st b~a~hteJ);;.wcrtes 
Zcugnif · 

Die Tätigkeit von -Klein besclll'Mnl,te sie]} im 
Übrigen.. .9~1l:eb'!.us' nicht auf die Schatfl1J.l.g der 
lnsti't·ute,\; "ielmeln> erf;ÜlIte er sie dm;ch s'eine 
sbindi.ge.'Fürsorge iI111)ler :VOll,1;J.ellem mit !-SeineUl 
Geiste fun;d sorgte. für gegonsei'tigen. .Kontakt u.nd 
reibungsloses. Inoin"an!1erarbeitcll.Die. Sofa.ceke 
in se,inem Studierzimmer ul1t;l.-der ovale Tisch mit 
deJ'~"'Dbjümteu Decke 'hat 'u"ngezählte ;Besprednln
!-!ell gesehen. in deQ.ell 'er uils ßGtarbeit~l')l die 
lIeuen Ideen, die illl1 erfüllte.n~ ausei~[1ndeJ:setzte 
lind 'Ul,l,s mit illrel' DurchfUbrung_ betra'ut·e. Gar 
ui.anCbeT ..Besuch ~J] den neuen Instituteu ~a]t den 
]ewells beu gesch3.ffenen EiorichtSngen, d&neu er 
sein~ väterliche Sorge widmete. An d'~m Ullter
richtsbetrieb der benen ,Lehrgebiete nahm~ er zu
\~'rile'n 'tätigen Anteil dmeh Veranstaltun.g von 
Si?m.\.'n'aren: die er in GemeiJ~baft"Plit'deli Ver· 

,- i ~ . i' .; 

') ."gl. (Jen' E:leiDsch~u .. Auf.satz in der PlI:ysibl. 
Zeitschrift,!:!·I. ~::l.hrg. (Dez. 1899), der inde'r obeu 
p'rwäJmten' "on.trags-sammillug ebenhlls a.bgellruckt iot. 
(lA!.·Ye.tz..~ P )"1', 129.) , r., 

2}r"l?i.epprsj,k~.fisc.h.en Institute. d.~r , UniVer~itÜt; 
(~ötUngen", ,Fe~tseh:ri ft 1906, ,1Ierall,sgegel,>....von der. 0 öt.· 
ti,!'ge, "\~er~.irrip·~lnVO', };;e.i.r,:~ig. 1.906' bei' B. (t leu1?n~l'. 
l)el' vorerwalJu~e AJufsat;z 1St hl·er uoelJmau,-abgedrllekt'. 

::"3)' "ZUlh ·z·lV~niigjii.bl'igen 'Bestehen' det" Göttihger 
Vereinigung für ange"ra.ndte Physik und _MatlJeiuhtik. 
lcestbel'icht 1918." Als :Ma.nu6kript gedruckt bei B. G. 
Teubner, Leipzig 1918. Die KleinsclJe Festrede ist im 
JalJl'esb. d. DelltscJ•. 1\Iath.-Vel'. 1919 wieder abgedrul'k1. 
(T.it.·Vel'z. D NI'. 165.) 

,nrete:rn ,deI: 'in Hetrach t kOnlmendEln Fächer ):Lb
rhiEllt;~ und.' illi 'denen .er' se;lne·~he\':~älu:ten. ·'Lehr
lI:lethodeQ)l seinen ~;:itarbeiter.n. vor All.ge,ll fÜhrle. 
Diese ;L,',Kleinsc:11en ~ .-Seminare:', 'dje ejbe. hervor
stechende .Beaobd·e\:heit seines ßchl'betl:ieQcs d-lU" 
stellen, {behandelten die vel'Sehiedensfen ,Geb~ete 

del.' ~ te·cbllische.n Mechanik, gra.phisclre Statik.. 
H:ydra ulik, Elastizitätst,heori.e, i Kreiseltheöti·e, 
The.orie de.s Schiffs, woiter auch Elektrot.ecbuik 
11. a. m. und besta:nden aus Vorträgen der Studen
ten übeT ei.nzelne Abschnitte ,d.ieset Gebie~e,djB 

in ausführLiche.n gem.einsamriu Vörbesp.reclltingEm 
und in eiugehende:c persöllli.cheT BezugnaHmc niit 
dell Vortragenden vorbere.itet WIUdCl1.. 'Fast 
rogelmäßig waTeu sie der· AJusgangspunkt VOll ein i
gen Disse'i·tatimlen7 FÜr uns Lehrende Warerr .sie 
eiue Qnelle VOll Amegung und BeJohrQng. 

Wie Klei1. uns durch S'einijn pTac:.htvolleu 
011ti'm'is)hus mit fortriß 'und: oft zu Leistungen 
hrachte, an die wir selbst gar nicht einmal den 
richtigen GJaubell l1atten, dafür rhöcbte 'ioh a] 

(:in Beislpieh das' inich selbst betrifft, die näheren 
.mst.ände aufuhren, wie- 'ic.h .zur Luftschiffabrt 

gekommen bin. Durch die Vermittlung von Ali
1loff' "'aren drei Göttinger; Klein, Wiechert und 
ich: i1.1 den techniscb€D. Aussch'uß dei: 1906 ge
grLindet~n "Motor1uftsohiff - StudicngaseJischnfr" 
berufen worden·. Von - Kleien Vor die Auf
gabe gestellt, ~et;was zo. ers.innell, was als ATbeit 
Ern' diese.n ('Ausseh uß in 'lGött-i.:tJ.gen! gemacllt" 'I'\'C)'
den köun'te, .schlug ich ei'De Modell-V€t$uebs
Hllstalt fÜr die Messung derWide.rstände der 
Luftschiffe -. entsprechend den Scbleppversncbs, 
aust,alten dcsu.Sehillbau·es - VOl: lmd entwaJ-f 
[)juen rlaJ1für eine soleM Anstalt. Djeser fand 
Il.aeh .einigem Hin und Her wii:klich die Geneh· 
migung. der Gcs.ellschaft und. die. kleine Anstalt 
wuxd.e i11. Gö'ttÜllgmigebm'ut. .Eurz da:r.auf· wnrrJe 
idl auclu"dazu 'kommarl·clie.it, Vorlesungen" über 
L.llftscltjffalU't. zu halten und erhielt hie'rzu ejne:11 
o{fizl.elle,u. Lchran:ftrag1), den ersten c1,i~ser Art. 
in Deuls(::.bl:i.n.d;' Göttibgeu. sollt<;\,nadJ) .'Kleins 
PliUl, elll-<,,*:isseusdl'aftlicher Mittelpunkt fiii di 
Luft':l'al.u·:t ',erdell'.a\Vi.e wei 11 das in der Tilit ge· 
g-~Ückt ist.,_, zeigte di-e lebhafte Be.tejJigtLng'f ;clie 
e~lle' aüf Kleins, Anregung' hin im'.Rerl;lst;;,.L'l)J.l 
\'(:'1'[1 nstaHeta'" Var.sammlul1g .\:Oll. Vertrate:rn der 
ITI r(~'Wjs.sel1..scliaft" ili Göttingen fan.d, zu del" an 
gauz 'Deuts.c.!.Jland dle 'beteiligten Kre.is·e iich Zl.1

saruiiJenfahdlm?). Diese ;Vecsammlu.ng hat, wie 
ß\.'.wäluit),,'erllell·m(jge,. die Grülldung' dar "WjsseD
sc.bafÜichert,. Gesellschaft., fül'l LlIftfa hr:l\",. iDl 
EJ'iihja.holn2 im .Gefolge geh-abt.· ·1. 

"cl?'z;e:i,1iJgihg'abe.r 'noch weite-t'. D,ie' in~,~isehen 
gocgfundeM 'J ,IKa'i~r"WJ1helm-G'escllsClia'ftl~l· z\lr 
.. ,..l:.:-.,~"'! ~_q:Ii' 11 .... ,','... } J'" '} :;.::1 ';. tt J 

, !r'.!JkDies~uirclpezi€lJe Anr:eguifg vn.ll' Hw:-ru v.1IJQI
HJI[[er;lß~!I':I:di~jJJ ~JiiE.Hs!i'Jj.~: gt~hlrg~rfb~lilt. :1dr'~ 
,·}b2)·tPl~.g!,ha.'t·~;IW.Z~1! ~eJ'J' VelJ:tamml.II-DZt'l0ll .r}'.crtr,,

ttlQ/·: ,der JfltlrW\s~e\l.?eb!}"ft GrlPr3. ')\}is ;;" l.'i 0·'.... lQl1 7.ll 
Glitii6geb. /~, OId'i!fiJ)otirg, 4-\\1:'üll~hd ...I191~~ I 't>l~ FIle],
vorträge sind {lach im Ja.hrgang 1912 de-r Z-eiUlc11T. f. 
Flugtechnik ulld Mol:orhl-f4g1:ljif[.$IÜ!l:~,ge~:rlle.kt. , 
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.Förderung der "YVissenschaften" sollte veranlaßt 
werden, an Stelle der sehr bescheidenen kleinen 
:Modell-Versuchsanstalt ein großes Kaiser-Wil
helm-Institut für Aerodynamik in Göttingen zu 
errichten. Wieder erhielt ich den Auftrag, in 
einer Denkschrift au einander zu setzen, warum 
dieses Institut nötig sei und warum es nirgend 
andor , a1s in Göttingen errichtet werden mü e. 
Ich entledigte mich die er Aufo-abe nach besten 
Kräften, aber ohne rechten Glauben a.n einen 
Erfolg. nd doch sollte wieder der Rleinsche 
Optimismus siegreich ein. War es das 'erste 
Mal die starke Hilfe von Althoff gewesen, 0 

wm'de diesmal unser Plan durch das Eingreifen 
des ersten orsitzenden der Göttinger Vereini

.gung, errn Gebeimen Regierungsrat Dr. v. Böl
inge:r, der ,auch Senator dcr Kaiser-Wilhelm

Gesellschaft war, über die orhandenen Schwierig
k itell hinweggetragen. Di Verhandlungen bc
züglich des Institutes waren fast abgeschlos en, 
als der Krieg ausbrach und der Plan auf unab
sehbare Zeit zurückgestellt werden mußte. Wie
rler war -es im Frühjahr 1915 Klein, der mir die 
Idee eingab, eine neue Denk chrift, nun an da 
Rrieo- mini teriLlm, eiuzure' hen, die auf die 
mi.itärischen Notwendigkeiten für eine größere 
u n,d besser ausgestal tete aerod;ynami ehe Ver
-,uchsanstalt hinwies-. Die Denk chrift fand eine 
günstige A ufn<: lme und die neue Ver uch anstalt 
i t, wieC: r unt, r tätiger Mithilfe von Geheimrat 
c. Böllinger, aus Heeresmitteln in den Jahren 
1915/17 errichtet worden, Dies flt ein Beispid 
von viele!"!! 

Di{) "GÖUingcr Vereinigung" hat ich in den 
einundzwanzig Jahren ihres Be tehen aus kleinen 
Anfängen zu einer Gesell ehaft von 48 .,in
,lustriellen" und 23 .,wissenschaftlichcn"l) Mit
gliedern ,entwick It. Ih1:e Ziele haben je länger 
jo mehl' auch die Anerkennung außenstehender 
i\:reise erlangt. Batte sich fl.Och bei der Feier 
(ks lO-jährigen Be tehen" der damalige Rektor 
bei seincr ßegrüßungsrede 'veranlaßt gefühlt, zu 
erklärcn, daß er nicht im Namen aller Ko:legen 
zu spreehen in der Lage ei, so war bei der Zwan
7.igjahrfeicl' die Zu timmung allseitig und ein
hellig gcwe cu. Bei einem von der Göttinger 
\'creinigung zusamm{)u mit der Unterrichtsver
waltung. untCl'nommcmen Naturwis ensehaftlich
Techni ehcn Ferienkurs für Juristen und Ver
waltung beamte 1911 wirkte die Technischc Hoch
?t'h uJe Han nover einträchtig mit der Göttinger 
Universität zusammen.' Die Göttinger Vereini
!-tnng darf sich auch rÜhmen, 'zum Vorbild für 
:hldere z. 'f. sehr viel größere und' mächtigere 
Gesellschaften an anderen Orten geworden zn 
~ein, die die Förderung der wissenschaftlichen 
Forschung und ,die bessere Fühlung zwi ehen 
Gelehrten und werktätiger Pra.."5:is sich zur Aufgabe 
g: setzt haben. Die von Althoff gegründete 
K aiser-Wilhelm-Gesellschaft steht unter 'diesen 

') ». iJ.' Göttinger Prof soren: 

Gesellschaften in' vorderster .Reihe. '.:..- Die vOh 
der Uöttillger Vereinigung gegründeten Institute 
haben. eine' große Schar. von chü~ern hervorge
bracht, on denen einoe Reihe heu.te in deI' 
Juda trle wirkt, eine kleine .Anzahl· auch bereit
akaciemi ehe Lehrstühle einnimmt und Göttinger 
neist, d, i. Klein ehen Gei t, weit r;" verhreit!:'!, 

Die Schilderung von Kleins Tätigkeit für die 
chaffung von Anknüpfnngen zwischen den 

reinen Wissen chaften nnd ihren Anwenduno-~n 
wäre unvoll tändig,' wenn nicht auch der E;z....
klopädi der mathematischen Wis enschaft;~" g~
da ht würde, auf deren Zustandekommen und auf 
deren Ausgestaltung im einzelnen. Klein den 
~rößten EinLuß au übte. Die Enzyklopädie er
,treckt ic l auBer auf die reine Mathematik auc'l 
auf dercn Anwendungen' 'in Mechanik, Phy ik. 
.\. tronomie, Geodäsie u w., in onderheit auch 
auf die Grenzgebiete die er Fächer' zU!' 
Technik. Für die den Anwendungen gP
widmeten Bände war Klein der Spiritus recto]'. 
für den ehx umfangreichen Mechanikband 
TIedakteur. Man muB in jener Zeit, al diesea 
Werk im Entsteben war, die Tätigkeit 'on Klein 
mit erlebt haben, um zu wissen, welches \lnge
heure Maß von Arbeit und Energie er selbst auf
~C'lVendet hat, um das Werk zu dem zu machen, 
was es wirklich geworden i t. Bei der Vielartic-
keit des Stoffes und der Verschiedenartigkeit d;r 
.fitarbcitcr war es nicht ausgeblieben, daß der 
"ine oder andere Artikel nach die 'er oder jener 
ttichtun'" unzureichend war. In .... ielen Fällen 
he tand die Rettung darin, daß ein Seminar über 
don Ge enstand ange tzt wurde und daß der 
. rtikel hernach von einem jungen Gelehrten der 
sich in di em S minar durch ver tändni 'voll" 
1ti tarbei t au gezl"ichnet hatte, in persönlic er 
Bezugn hme mit Klein und seinem getreuen Mit
:1rbeiter für die Eoz;yklopaaic, Dr. Konj'ad M'ii.lle1' 
in Ordnung gebracht wurde. ' 

bis Enzyk~opädie ist ~icht nur eine FunJ
g;rube fÜr' einen gewaltig ausgedehnten Wis ens
stoff geworden, sondern es sind verschi~dene bis 
dahin ka Im gekannte AnweJ;l.dungsgebiete in ihr 
zum e ten Male zHsamJ;l1enhäogend bearbeitet 
und ejnom weiten Le €rkrei von Mathematikern 
lind tp.ath mati·eh interessierten Vertretern der 
Physik und Tec nik zugänglich gemacht. 'Sie ist 
für ihren Schöpfer ein ,monumeräum aen! 
11 ?'ennius geworden. Möchte da gleiche', ein.st 
auch von den Oöttinger Einrichtungen für die 
angewandten Wissenschaften ge agt werden dür
fen, deren Zuku'nft, wie die des ganzen Vater
lande", zurzeit mit schwarzen Wolken v'erha~gen 
i t! Möchten sie, a)len Stürmen zum Trotz, sieh 
weiter entwickc,n und in pliten Z itcn noch den 
l~uhm ihTC's Schöpfer kündcn!' 
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Liste der Veröffentlichungen. 
A. Selbständig erschienene Veröffentlichungen, redi
gierte	 Sammelwerke, sowie Einfü'brungsworte zu Wer

ken anderer. 

1. "über die Transformation der allgemein<:on Glei
chung des zweiten Grades· zwischen Linienkoordinaten 
auf eine ka.nonische Form." Inauguraldi5S. Bonn 1868 
(Promotion am 12. Dez. 1868). Abgedr. mit Änderun
gen u. Zusätzen Math. Annalen 23 (1884). 

2. Bearb. u. Herausgabe von "J. PUi.cke:r, Neue 
Geometrie des Raumes, gegründet auf die Betrachtung 
der geraden Linie als Raumelement. Z\veite Abteilung." 
lit eigenen im Vorwort besonders bezeichneten Zu

5litzen. Lcipzig, Teubner, 1809. 
3. "Vier Modelle zur Theorie der Lioienkomplexe 

zweiten Grades." Köln, J. Eigel u. Sohn, 1871. 
4. "Vergleicbende Betrachtungen über neuere geo

metrische Forschungen." Programm zum Eintritt in 
Jie philosophiscbe Fakultät und den Senat der Fried
rich-Alexander,;;-UniversiHit zu Erlangen. Erlangen, 
•\. Deicbert, 1&72. Üben,. iM Franzoo. von Pade, Ann. 
de I'eeole norm. sup. (3) 8 (1891); ins Italien. von 
(J. Pano, Ann. <Ii mat. (2) 11 (1890); ins Englische 
von M. W. IIaskell, Bull. of the New York math. so!:., 
:! (l89~); ins Polnische VOll ß. Dicksteill, Prac. mate
matyczno-fi~YCzllych 6 (1895); ins RUSoSische von 1). 

,';i1itzow, Kasan. Ges. (2) 5 u. 6 (1896); iM Ungarische 
VDU Kopp L(LjOS, Budapest (1897). Abgedr. Matb. Ann. 
43 (1893). 

5. 'Redaktion der Matb. Annalen, Mitwirkung
 
~l'it Bd. 6 (1873). Übernahme der Redaktion seit Bd. 10
 
(1876).
 

O. Vorwort zu "A. Glcbsclt, Yorlesungen über Geo

metrie", herausgegeb. von F. J.Ji1,dcmanll, Bd. 1, I~ipz.,
 

Tell bner (1876).
 
7. H~rausgabe von "München in naturwissen


lichaftlicber und medizinjscher Beziehung", Leipzig u.
 
Müneben (1877).
 

S. Herausgabe von .. :\.mtlicher Bericht der 50. 
\-..ns. D. Natu 1'1. u . .t\ rzte in Müncben" (1871). 

9. "Übel: Riemanns Theorie <leI' algebraischen Funk

1iou{'n und ihrer Integrale" (VIII + 82 S.), Leipzig,
 
'renbner, 1882. Übers. ins Englische von F. JIal'd

costle, Cambridge, Maemillan and Bowes (189~).
 

10. "V.or!ooungen über das' Ikooaeder und die Auf
Jij~llOg der Glcicbungen vom fünften Grade" (VIII H. 

~60 S.), Leipzig, Teubner, 1884. ·Obers. ins Englische 
VOll C. G. jfon'ice. London, Trübner and Co., 1888. 

11. "Vorlosllngen über die Theorie <leI' elliptischen 
lI10rlulhnktioul'n", 3u"'gcarb. LI. vervollGt. von R. 
Pr'icke 1 (XX. u. 764 S.), 2 (XV u. 712 S.) Leipzig. 
Teubner, 1S90 u. 92. 

12. Vorwort zu ..P. Pockeis, über die partiell!' 
Differen.tialg,leichung /";.1l + 1;2'1}, = 0". I.eipzig, Teubner, 
1800. (Das Bucb stellt in einigen besonders bezeich
neten Teilen die Ausführung einer Vorl~ung von Klein 
(UIS dem W. S. 18139--90 daL) 

13. ,,'1'he "Evanstl>ll ColloquiunL I,eeture;, on Mathe
mntics", reported by Alexander Zi\\'et (IX u. 109 R). 

N~w York. 1\1ncmillan and Co., 1894. Zweite Aufla.~e 
1911. übers. ins Französische von L. La1lgel. Pari,.;, 
;\. Uermann. 1898 (mit w(literen J~iteraturnachw{'iR€n). 

'(l1>erl'. ins Polnische VOll S. Tlickslcill. Warschau 1S9!). 
14. Vorwort zu .,_~1. 736cher, über die Reihenent

wi(·kiun.gen der Potentialtheorie". Leipzig, 'reubner, 
1Sf14. (Das Buch stellt in einigeu besonders I>ezeich

neten Teilen die Ausführung einer Vorles. ~.on Ji.ki.11 
f\,US dem W, S. 1889/90' da.r.) 

15. "Vorträge über ausgewählte Fra.gen der Ele
mentargeometrie" (V LI. 66 S.), Leip~ig, Teubner, 1895. 
übers. ins Französ. von J. Grieß, Paris, Nony et Ci<,. 
189G; ins Italien.. '"on F. Giudice, Torino, Rosenberg 
eSellier, 1896; ins Eng!. von Beman. and ßmilh, 
Boston u. Lontlon, Ginu and eie., 1897. 

16. "u. Pricke u. Ji.'. li. lein, Vor~uD,gen über -die 
Theorie der automorphen Funktione.n". 1, 1897. 2, 
Teil 1, 1901, Teil 2, 1911, Teil 3, 1912 (XIV u. 634 f!. 
VIII ll. 60S S.), Leipzig, Teubuer. • 

17. "P. IUein u. A. Sommcrfeld, Ober die Theori{' 
des Krei"cls", Heft 1 (IV u. 196 S.) 1897, Heft Z 
(IV u. 315 1:).) 1898, Heft 3 (IV u. 247 S.) 1903. 
Heft 4, bearb. u. ergä.n.zt von P. Noeihcr (U u. 206 8.) 
1910. Leipzig, Teubner. 

lS. "Tbe matbemat.ical tltcory of tbc top", PTwee
ton Icetures. Ne,~- York, CharIes Scdbners 5OUS. 

1897 (74 S.). 
10. \'orwort und Anmerkungen zu "B. J. RO/l.th., 

Die Dynamik des Systeme starrer Körper", 2 Bde. 
Leipzig, Teubner, 1908. 

~O. "Über die Neueinriebtungen für Elektrotechnik 
und a.llgemeine technische Physik an der Universität 
Göttingen. Mit einer Antwort auf die von Pro!. Slaby 
ill <leI' Sitzung des preußiscben RerrenbaU6€s vom 
:30. ::Ifärz 1900 gehaltene n~<Ie." Leipzig, TeubnC'I' 1900 
[2~ S.]. 

21. Herausgabe von "C. F. Gauß' Werken." Bd. Vlll 
(1900), Bd. IX (1903), Bd. 11Il (1906), Bel. X, Teil 1 
(1917). I.JCipzjg,Teubn~r. 

22. Redaktion von Bd. IV {1er "Enzyklopiidie dt'T 
mathematischen WisseIhSchaften mit Einschluß ihrer 
Anwendungen", Teilband 1 (mit Vorwort), 1901-1003, 
Teilbd. 2 (erscheint /ieit 1007), Teilbd. 3, 1901-1908. 
Teilbd. 4, 1907-1917, Leipzig, Teubner. 

23. "P. Klein und E. Rieckc, Über angewandtp 
l\'fathematik und Physik in ihrer Be<leutung für den 
Unterricht an den höheren Schulen." Vorträge ,"Oll 

E. Rieoke, Jj'. KLein, P. SchiLLing, E. Wiechert, G. 
Rohlmann, E. Meyer, Th. Dcscoud"es während eine~ 

Göttinger Ferienkursus, mit Wiederllbdruek verschiooo('
ner aufsätze von P'. Illein (VI u. 252 S.). Leipzig. 
Teubner 1900. 

24. Vorwort zu "F. Enriq1les, Vorlesungen Ühl'r 
projektive Geometrie". Leipzig, 'l'eubner, 1003. 

25. ,.li'. KleilL und E. Rier:ke, Neue Beiträge znr 
Fra.ge des m:ltliemntisehen und physikalischen l1ntpr
ri!'ht.s", Vortriige von O. Behrendse-n, lJJ. Bose, B. Giit
11119, P. Klein, E. Ricckc, P. $('hillillg, J. Stark, JC 
.''Ir]11I'CL1·Z8rhiid wäh rend pines Göttingpr F"rienkurtlu~. 

/ (VII ll. 100 S.), 2 (VI ll. 198 S.). I~ipzig, TC'ubML 
1!l04, 

26...t'h<'r die !\.lIfgaben und tlie ZuJ....unft dn philo· 
R0phi~eh0n Fakultät". Kail!!l'rgeburt..tagBrede vom 
'27. Jall. 1904. Göttingen, Kaestncr, 1(l04. Abgedrul"kt 
im ,Jahresber. der n. M:ath. Ver. 13, 1!}()4. tpilweiRc 
ahgedruckt in der Phys. Zeit"chL S. 1904. 

'27. "YorLri'ige über <Ien mathematisrhen Unterrieht". 
hparh. von R. 8chi1Jl11lek (T::\: u. 2:::6 S.). Leipzig, Tellb
.H'r. 1007. 

~8. ,.Universitilt u. Schule". '·orträ.ge von P': K/I'in, 
]'. Wl"1'!d/and. .4. Rt'alldl, A.. ~larnad .. lluf der Ver.:<. 
Deu~cher Philol. U. Schulmiinner zu Bas('1 1907 (88 S.). 
T,eipzig. Teubner, 1907. . 

~!) ..,Wissensehaft und Tedlllik", Vortrag. gelL hei 
der Jahrer;feier des Deut.'chen Mutleums in MÜnchen 
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llm 1. Okt. lS08, :München" 1908,' Abgedr. in deI' 
Internat. Wochenschrift 2, (im lJali,resber, :jle.r D. Math. 
Ver.> J7' und in der Phys. ZeitEchr. 9, 1908, 

30. Vorwort zu "J. Ta'Tllnf;/·Y,· El~mente der Mathe
mati'k". Leipzig, TeubJler, 1909.. 

31. '"Schriften de.s Deutschen UnteraiH;schus~s der 
internationalen', mathemati-schen lJnterrichtskommi·s
sLon" (Imuk). Leipzig, Teubner, und zwar: . 

1. 'Berichte Imd' Mitteilungen. Heft 3 (S. 33-38) 
P. Klein u. H. Fellr, El'6tes Rundschreiben .dee H:l.upt
ausscbu'ses, 1909. Heft 4 (So 38-54) F. Kld'n u. ll. 
Fehr, Zweites Rundßcbreiben des l'Iauptausschusses, 
1910. ' 

II. Abhandlungen übel' den mathematischen Unter
richt in 'Deut chland, herausg. von P. I(lfi<iflt. 5 Bde. 
in 9 'I'cilbänden. Bd. 1 mit einem Einführungswort 
\'on P. Klein, 1909-13. 13d. 2, 1910-13. Bd. 3 mit 
"inem Einführungsworte und einem Schlußworte von 
fi'. Xlein, 1911-16. Bd. 4, 1910-15. Bd. 5 mit einem 
Einfiihrung&worte und eiuem ~chlußworte von F. Klei1l, 
1912-16. 

32. "Aktuelle Probleme der Lehrerbildung". cbrftll. 
des J). Aussch. für den math. u. natu.rw. Unten. 
Heft 10 (IV u. 32 S.). Leipzig, Teubner, 1911. . 

:):3. F. Klein und M. Bren..del (später F. Klei'Tl, M. 
ßnmd.el und lf.. Sch/.es-i'Y/[Je.r) "Materialien für eine 
wissenschaftliche Biographie von Gauß". Leipzig, 
Teubner. Hefte 1-6, 1911.-1918.· 

:>4. Die Kultur der Gegenwart. III. Teil, 1. Abtei
lung. Die mat.bematischen Wissenschaften. Unter I_ei
tung von P. Klci,"n. Lieferung 1-3, 1912-1914, 

B. Autographierte Vorlesungshefte, 

Ün Korumissionsverlag von B. G. l~ubner, uipzig:. 
1.	 "Nicht-Euklidische Geometrie", Teil 1, ·W. ~. 

1S89j!J0	 (364 S.), Teil 2, S. S. 1890 (238 S.). 
2..,Höhere Geometrie", Teil 1, W. Sc 1892/93 (VI 

LI. 567 S.), Teil 2, S. S. 1893 (IV u. 388 S.). Neudruck 
1!J07. 

:~. "Riemannsche Fläehep'~, Teil 1, W. S. 1891/92 
(254 S.), Teil 2, S. S. 1892 (262 S.)_ Neudruck 1906. 

4. "über die hypergeometrische Funktion", W. S. 
1893/94 (569 S.). 

5. "Lineare Differentialgleichungen. der zweiten 
Ordnung", ·S. S. 18!J4 (524 S.). - Neudruck vol) 4 und 5 
im Jahre 1906. 

6. "Ausgewählte Kapitel der Zahlentheorie", Teil 1, 
W. S. 1895/96 (:\I u. 391 S.), Teil 2, S. S. 1890 (354 
S.). Neudruck 1907. 

7. "Anwen.dung der Differential· u. Integralrech
nung auf Geometrie eine Revision der 'Prinzipien", 
S.	 S. 1901 (VIII u. 468 S.). 2. Auf!. 1907. 

8. "Elementarmathematik vom höheren Standpunkte 
llW,", Teil J, 1908 (VIII u. 590 S.), Teil 2, 1909 (VIn 
11. 515 S.). 2. Auf!. von Teil J (mit Zu ätzen u. Ände· 
l"\mgen) 1911, von Teil 2 1913, 

AI,Ißel'dem . ind einzelne Vorlesungen in autori· 
si(lrten Yervielfältigungen verbreitet: 

. Geometrische Funktionentheorie 1880-1881. 
Ausgewählte Kapitel aus der Theorie· der linearen 

]liffel'entialgleichungen zweiter Ordnung, I W.-S. 
1890-91, TI S.-S. 1891. 

Die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahr· 
Ilundert 1914-18, 

I. Teil. Die ersten Jahnehnte dl\'Y 19, Jahrhunderte. 
n.	 Teil. Reine Ma,ttem. bis ca. 1850. Milth. Phy",. 

bi., ca.	 1880. 
In. Teil. Fun.ktionentheorie von 1850 bill ca.. 1900. 

IV. Teil. Die Invariantentheorie der einfu('hen 
kontinuie){ri'chen Gru}Jpen in ihrer Bec1e'Utung'" Hir die 
neueste mathematische PhJ'sik. . 

V. Teil. t Groppen anulytiscllCl'" Punkttrausfol'matio· 
nen bei Zugl'lllldelegnug einer quadratischen ]li[[c
rentia.]form, 

C: Die bei' F .. Klein bearbeiteten Dissertationen 
(die	 Ortsaugaben beziehen sich auf die promovier-ende'u 

Universitiiten) . 
,	 . 

.1. Dick'/llaqlll, J., "über die Modifikationen, welche 
die ebene .-A,..bbildun.g einer Fläche 3. Ordn. durch Auf
trc.ten von Sin-g\llaritiiten erfä.hrt". Göttingen, 1871. 

2. Liademan11 , 11'.,' "Ober 'unendlich kleine. Beweguu
gen und über Kraftsysteme bei a.llgemeiner projekti"i
scher Maßbestimmung", Erlangen, 1873. 

3. We,l~w, .(1.., "übel' die versc~iedenen Gattungen 
der Komplexe 2. Grades", Erlangen, 1873. 

4. Bt'ettschnlJ'ide1', W., "über. Kurven 4. Ordn. mit 
3 Doppelpunkten", Erlangen, -1875. 

5. B)'(~f1n, W., "Die Singularitäten der Lissajou 
chen Stimmgabelkurven", EI'langen, 1875. 

6. Ra1'nack, ..1., "über die Verwertung der ellipti
schen Funktionen für die Geometrie der Kurven 
3.. Grll-dt"&", Erlangen, 1875. 

7. Wedeki1~d, L., "Beiträ.ge zur geometrischen Inl;er
pretation binUrer Formen", Erlangen, 1875. 

8. Ro/m, K., "Betrachtungen über die Kummerscue 
Fläche uud ihren Zusammenhang mit den byperellipti
schen Funktionen p = 2", München, 1878. 

9. Dyck, W., "über regulär verzweigte Riemannsc:he 
Flächen und die durch ,sie definierten JrrationaJitUten", 
~lüncb~n, 1879. 

10. Gierste1', J., "Die Untergrupp€n der GRloi&schen 
Gruppe der ModulargJeichung für den Fall ein~s prim
zahligen Traooformatiow;gra.des", Leipzig, 1881. 

11. Hm"u;iÜ;, ..4" "Grundlag.en einer indepen.uenten 
Tbeorie der ellipti-schen M<><fulfu.nktionen unu. Tbeori-e 
der Multiplikatorgleichungen 1. Stufe", Leipzig, 1881. 

12. Sta·u.de, .0., "über lineare Gleichungen zwischen 
elliptischen Koordinaten", Leipzig, 1881. 

13. Lange, E., "Die 16 W.endebel'ührungspunkte del
llaum"kurve 4. Ordn. 1. Spezies", Leipzig, 1882. 

14. Weichold, G., "über symmetrische Riemannsche 
Flä.chen und die PeriodiziHitsmoc1uln der zugehör. 
Abelsch-en NormaJintegr. 1. Gattung", Leipzig, 1883. 

15. Dingeldey, F., "über die 'Erzeugung von Kurven 
4. Ordn. durch Bewegqngsmechanismen", Leipzig, 1885. 

16. Fieille'r, E. W., "über eine besond'~re Klasse 
irrationaler Modulargleicbungen der ellipt. Fuokt.", 
L-eipzig, 1885. 

17. PÜlcher, 0., ,,](onlorme ,"bbildun·g i'pMlrischer 
Dreiecke aufeinander mitte1st algebraischer Funktio
n-en", Leipzig, 1885. 

18. Dom,sel", P., "über die Darstell. der Flächen 
4. Ordn. mit Doppelkegel€Chnitt durch hypereJJipL 
Funkt.ionen", Leipzig, 1885. 

10. Fine, H. B., "On the singularities 01 curves 01 
double f'urvature", uipzig, 1886. 

20. Pricke, R., "über Sy terne elliptischer Modul
funktionen von niederer Stufenzahl", Leipzig, 1886. 

21. P'riedrich, G., ,Die Modulargleichungen der 
Galois8chen Moduln der 2. bis 5. Stufe", Leipzig, 1880. 

22. Ni.·m..~eh, P., "über die Perioden <ler elJipt. Inte
grale 1. u. 2, Gat.tun u al Funktionen 'Jer rationalen 
Invarianten", Leipzig, 1886. 
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23. lJiedenltam" .1'. "Über Multiplikatorgleichungen 
höherer Stuie im Gebiete der elliptischen Funktionen", 
Leipzig, 188i. 

24. Olbrieht,. R., "Studien über. dic Kugel- und 
ZyliliderfJunktionen", Leipzig, 1887. 

25. Reiellardt, W., "Über die Darstellung der Kum
merschen FWche durch hyperellipt. Funkt.", Leipzig. 
1887. 

26. Witting, A., "Über eine der Hessescben Kon· 
figuration der ebenen Kurve 3. Ordn. analoge Kon
figuration. im Raume usw.", Göttingen, 1887. 

27. Baskell, M. W., "über die zu der Kurve '}J.l.+ 
J.l.3v+v3" = 0 im projektiven Sinne gehörende mebrfache 
.. her.deckung der Ebene", Göttingen, 1890. 

28. Sehroedel', J., "über den Zusammenhang der 
hyperelliptischen (J- und il-Funktionen", Göttingen, 
1890. 

29. Bacher, M., "über die Reihenentwieklungen der 
l'otcntialtheorie", Göttingen, 1891. 

30. White, H. S., ,r~belsche Integrale auf singulari
tütenfreien, einfach überdeckten, vollständigen Schnitt
kurven eines heliebig ausgedehnten Raumes", Göttin
gen, 1?91. 

31. Thompson, H. D., "HypereJlipt. Schnitu>ystem 
uud Zu..ammenordnung der algebraiscben und trans
zendenten Tbetacbarakteri6tiken", Göttingen, 1892. 

32. ScheUenberg, C., ,,Neue Bebandlung der byper
geometriscben Funktion auf Grund ibrer Definition 
durch eill hestimmtC6 Integral", Göttingen, 1892. 

33. Ritlel', E., "Die eindeutigen automorpben For
wen "oln Geschlechte 0", Göttingen, 1892. 

34. Van V/eele, E. B., "Zur ]\ettenbrucbentwicklung 
Lamescber und äbnlicber Integrale", Göttingen, 1893. 

35. Schilling, F., "Beiträge zur geometrischen 
Theorie der SchwarZ6chen s-Funktion", Göttingen, 1894. 

36. G/aun(J1', Th., "Über den Verlauf von Potenti3.l
funktionen Im Raume", Götiingen, 1894. 

37. Woods, F. S., "über PseudominimalfHcben", 
Giittin,gen, 1S9G. 

38. F'1.rtu;iimgler, Pli., "Zur Theorie der in Linear
faktoren zerlegbarcn ganzzabligen, tern:iren, kubischen 
Formen", G1i1 f ;ll;cn, 1896. 

39. Ghisholm, G., "AJgebraiseb-gruppentheoretische 
Untersucbuugen zur sph:irischen Trigonometrie", Göt
tingen 1895. 

40. S1lydcr, V., ,,'Cber die linearen Romplexe <ler 
Lieschen Kugelgeometrie", Göttingen 1895. 

41. Jaccottet, U., "Über die allgemeine Reiheuent
wicklung der Potentialfunktion nach Lame.scben Pro· 
d'l.1kten", Göttingen 1895. 

42. lVinslol1, M. P., ,.Über den Hermitcscben Fall 
der Lamescben Differentialgleicbung", Göttingen 1897. 

43. lViegha:/'dt, G., "über die Statik ebener Fach
werke mit schlaffen Stäben", Göttingen 1903. 

44. JJüllCl', C. n., "Studien zur GC6ebichte llH 

)fathematik Uni". Gött. L :XVIII. Jahrh.", Göttingen 
1904. 

45. lV'inke/mann, Jf., "Zur Theorie des Ma.xwell
eben Kreisels", Qöttingen 1904. 

46. Timpe, ..1.., "P,ob.leme der Spannungsverteilun,!! 
in ebenen .SY6temen", Göttingen 1905. 

. 47. Ihlenbu.rg., W., "über die geometrischen Eigen
scbaften der Kreisbogen'vierecke", Göttingen . 1909. 

~8. Behre'li«, w." "Ein der Tbeorie der Ln.valturbine 
entnommenes nlccbaniscbes Problem usw.", Göttingen
1911. ' . 

:'iw.1919. 

n. Abhandlnngen I) 

(G. N. bedeutet "Göttinger Nachrichten", :M.••.
 
matische Annalen"),
 

1. "Zur Tbeorie der Linienkomplexe des 1. und
 
~. Grades" (Vorl. Mitt.), G. N. 1869 (datiert 4. J
 
18<l9,vorgel. 5. Juni 1869) [19 S.].
 

2. "Zur Theorie der Linienkomplexe des 1. und d 
2. Grades", M. A. 2, 187U (dat. 14. Juni 1869) [29 S.). 

3. "Die all.gemcine lineare TraD6formation der T_i
nienkoordinaten", 111. A. 2, 1870 (dat. 4. _'\.ug. 1.869\ 
[5 S.]. '. 

4. ,;Ober die Abbildung der Komplexfliichen 4. On!
nung und 4. lGasse", M. A. 2, 1870 (dat. 14. Juni 1869) 
[2 S.]. 

5. (Mit S. Lie) "Sur une certa.ine famille des eour· 
bes et des surfaces" (2 Noten), Compt. Rend. 70, 18711 

(<lat. 6. Juni, 13. Juni 1870) [5 und 4c S.]. 
6. (Mit S. Lie) "über die Haupttangentenkurven 

der Kummerscben Fläche 4. Grades mit 16 Knoten
punkten", Berl. Ber. 1870 ("orgel. am 15. Dez. 1870) 
[9 S.]. Abgedr. M. A. 23. 

7. "Zur Theorie der Kummerseben Fläebe und der 
zugehörigen Linienkomplexe 2. Grades", G.~. 18i 
(vorgel. am 18. Ja.nuar 1871) [6 S.]. 

8. ,;über einen Satz aU6 der Theorie der Linien
komple'i:e, welcher dem Dupinschen Theoreme analog 
ist", G. N. 1871 ('vorgel. am 14. Mä.rz 1871) [13 S.]. 

9. "Ober die 60genannte Nichteuklidhsche Geome
trie" (Vorl. Mitt.), G. N. 1871 (vorgel. am 30. Aug. 
1871) [15 S.]. Französ. übers. im Bul]' des scienc. 
mathem. et astron. (1) 2. 

10. (Mit S. lAe) "über diejenigen ebenen Kunen. 
welche durch ein gescblossenes System VOn einJach 
unendlich vielen "erta.uscbbaren linearen Transiorma
tionen in sicb übergehen", 111. A. 4, 1871 (dat. Mä-rz; 
1871) [35 S.]. 

l1. "über eine geometrische Rcpräscntation der 
Resolventen algebrn.ischer Gleicbungen". M. A. 4, 18,1 
(dat. Mai 1871) [13 S.]. 

12. "Notiz betreffend den Zusammenhang deI' Li
niengeometrie mit der :.\1echanik starrer Körper",:ll A. 
4, 1871 (dat. Juni 1871) [13 S.]. 

13. ,.'t'ber die fiOgenannte Nicbteuklidisebe GeOID<' 
trie", M. A. 4, 1871 (dat. 19. Aug. 1871 [53 S.]. 
Französ. übersetzung in den Annales de Ja bculte d-
c. de Toulouse 11 (1897). 

14, "über Liniengeometrie und metrische C;con~

trie", M. A. 5, 1872 (dat. Okt. 1871) [21 S.). 
15. ,:Über gewiS6e in der Liniengcometrie auitr.,.. 

tende Diiferentialgl.", M. A. 5, 1872 (dat. )/0\'. lS.l 
[26 S.]. 

16. "über einen linien~eometri..chen Satz". 
1872 (vorgel. am 2. 1\Hirz 1872) [12 S.]. Abgedr. Y. }\. 
22, 1883. 

17..;Über einen Satz der analysis situs", G. ~. 1 S':. 
(vorgel. am 1. Juni 1872) [8 S.). 

18. "Zur Interpretation der komplexen Elemeol.e in 
der Geometrie", G. N. 1872 ("orgel. am 3. _\.U~. 1S/'! 
[6 S.]. Abgedr. M. A. 22, 1883. 

19. Besprechung von "M. Chasles, Rapport sur 
progres de la geometrie etc." (Paris 1810). Gäle: 
lehrte Anz. 1872 [12' S.l

1) Eine Reihe von Bes-precbungen in den 
·schritten der 1\.latbematik" für die.JalJrgün!1'e 
1877 (Bde. 2-9), mit KIn. gezeichnet, i 
sonders angeführt. 

4~ 
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20. Besprechung eines von Uerrll Dr. lI'e 8 n nach 
Angaben von F. KLein konstwierten Modells einer 
Flliehe 3. Ordn., G. I . 1872 (vorge!. am 3. Aug. 1872). 

21. " 'bel' die .sogen1Lnnte Nichteuklidische Geome· 
trie Ir", :M. A. 6, 1873 (dat. 8. Juni 1872) [34 S.]. 

22. ,;Ober Flächen 3. Ordn." (2 Noten), Erlanger 
Ber. 1873 (dat. 5. Mai und 23. Juni 1873) [6 u. 2 '.]. 

23. , über eine Gleichung 12. Grades", Er!. ]3er. 1873 
(dat. 12. Juli 1873) [5 S.]. 

24. "übertragung de<;; Pascalsehen Satzes auf Raum· 
geometri~", Erl. Bel'. 1873 (dat. 10. Nov. 1873) [3 S.]. 
"\ bgedr. M. . 22, 1883. 

25. "Der allgemeine FunktionsbegriH und seine 
Darstellung durch eine willkürliche Kurve", Er!. Ber. 
1873 (dat. 8. Dez. 1873) [11 S.]. Abgedr.:M. A. 22, 
1	 3. 

26. " ber J!'läehen 3. Ordn.". M. A. G, J873 (d::tt. 
(). Jun i 1873) [31 S. u. 6 Tafeln]. 

27. "Ober die PIÜckersehe Komplexmiehe", M., . 7, 
1874 (dat. Okt. 1873) [4 S.]. 

28. Mitarbeit an "Rudolf Friedrich .'\.J[red eleb eh. 
"er ueh einer Darlegung und 'Würdigung .. einer wi en· 
",;(·ha.ftlichen Leistungca", ,,1. A. 7, 1874 (dat. Juli 1 73). 

29. ,," -:lehtmg zu dem zweiten Auf'atze Über 'ieht, 
lluklidisebe Geometrie", M. . 7, 1 74 (dat. Januar 
18(4) [7 '.]. 

30. ,.Bemerkungen Über d-en Zl ammenhang von 
Fläellen", M. i\. 7, 1 74 (dat. Febr. 1874) [9 S.]. 

31. .,' bel' eine neue Art von Riemanntlehen Flä· 
chen", lL A. 7, 1 74 (dat. Febr. 1874) [9 S.]. 

32.."Weitere i\'IiUeilung über eine neue Art von 
Ricmanllseb n Fläcben", Er!. Bel'. 1874 (daL 11. Mai 
1874) [5 S.]. 

33. ,.Otto ITesse", 'aebruf, Bel'. über die Kg!. [Xl

lvt. chule Zll MÜnchen für 1874/75 [4 S.]. Fran7. 
OberlS. im Bulletino cli bibliog. e di st~ria delle tlC. mat. 
f?tc. von Bon eomp O'n i, 9, Roma 1876. 

34. "über eine Relation zwiseben den Singularitäten 
einer algebrai ehen Kurve", Erl. Bel'. 1875 (dat. 
13. Dez. 1875) [5 .]. 

34 3o. "Eine ne\le R l3otion zwi ehen den. Singulari· 
tiiten einer algebraischen ·Kurve", M. A. 10, 1876 (dat. 
Januar 187~ [11 SJ. 

35. "Binär Formen mit linea.ren Tran formationen 
in sie!-", f. ..9, 1 76 (dat. Juni 18(5) [26 .]. 

36...über den Zu ammenhang der Flä.ehen", M. A. 
9, 1876 (dat. Nov. 1875) [8 S.]. 

37. ,Ober lineare DifferentialgL", Er!. Ber. 1876 
(dM.. 26. Juni J 70) [4 S.]. Abgedr. M. A. 11, 187, 
[5 .]. Franz. bel'. irn Bull. ue<;; sc. matlH~m. et astr. 
(2) 1, 1877

38. ,:Weitere -nlersueh. über da Ikosaeder", Erl. 
Bel'. 1876 (dat. 13. Nov. 1876) [14 '.] 

39. ,.über den V rlauf der Abelseben lntegra.le bei 
den Kurven vierten Gra.des", M. A. 10, 1 76 (dat. 
April 1 (6) [33 S. u. 3 Tafeln]. 

40..,Über eine neue Art von HiernanIIßehen Flil
ehen Ir", M. A. 10, 1870 (dat. April 1870) [t9 S.]. 

41. "Ist Der tedt oder chwei.gger der Entdecker 
d s Elektromagneti. mu 1" Pogg. Ann. 157, 1876 (dat. 
März 1876) [2 S.]. 

42. ,;Weitere ntel"'i. Über das Ikosa"del', n u. ITT", 
2 Noten, Er!. Ber. 1877 (dat. 1-. Januar und 9. Juli 
18(7) [t4 u. 4 S.]. 

43. "übel' den Verlauf der Abel ehen. Integra.le bei 
den Kurven. 4. GL, Ir", i\L A. 11, 1877 (dat. Auo-. 1870) 
[t::: S. u. 1 Tafel]. 

44. ',,'Uber lineare Diller ntta.lgl.", M. . 12, 1 77 
(dat. April 187'i) [1~ S.]. 

43. "Weitere nter~. übel' das Ikosaeder", )[, A. I?, 
1877 (dat. Aug. 1877). l58 S.]. 

46. "über die Gesta1ten der Kll1uruets 'hen Fl,cche", 
Amtl. ßer. d"r 50. '·er-. D. K::tturL u. Ärzte in Mün· 
chen 1877 lB. 35]. 

47. ,,'Uber elJiptiscbe Funktionen", ebend.o.· [So 10·10]. 
48. " ull' equazione del J'icosaedro nelht ri oluzione 

dei' equa.zioni deI quinto grado", Sebreibeu an B"iosclli, 
Rendie. dei 1{, Istit" I,ombal'do (2) 10, 1877 (dat. 
6. April 1877) [3 S.]. 

49. "On the transformation of el1iptic funcLion": 
Lord. math.. oe. proe. 9, 1877/78 (vorgel. am 9. MCll 

1878) 19 '.]. 
5\!. "Über GI iebuuO'en 7. Gr.", 2 Noten, Erl. Bel'. 

I ( (dat. 4. März und 20. Mai 1878) [2 u. 5 S.). 
;:; L ..'Cber die Tran formation der elliptiseh-en Funk· 

t;on n. 'uflod die .Auflö.s. der Gleichungen 5. 81'.", M..\. 
11, 1 79 (ela l. Mn i L878) [62 S.]. 

',j~..,-eber die Erniedrigung der i\rodlll:1rgleiehun
geo:',:M.A.14,179 (dat.Okt.1 78) [11 .u.2Tafelo]. 

53. eber die Tran formation 7. Ordu. der ('llipt. 
Funkt.', M. A. 14, 1879 (dat. Ko\'. 1 78) [44 S. II 

1 T/lfel]. 
4. " :ull eqllar;;ionenH>dnlari", ",cbrt::iben an.Brioschi, 

l{endie. deI R. Iatit. Lomb. (~) ,1 79 (dat. 30. Der.. 
187 vorrre!. ~. J-an. 18(9) (4 .]. Deut ehe 'über~. 

llnle~ d(';; 'Titel ,,'Uber :M:ultiplikatorg(.eiehllogen", "r. 
.\. r, 1879 [3 S.]. 

55. ,,'U\)er die Aufl" unO' gewis er Gleichungen vorn 
:-. u. 8. Grade", i\r. A. 15, 1879 (dat. März 1 (9) 
[32 ..]. 

:i6. 'bel' die 'Traneformation 11. Ordn. der ellipt. 
I'lIukt.", M. A. 15, 1 70 (dRt. 15. Aug. 18(9) [23 '. 
ll. 1 Tafel]. 

57. ,.Zur Theorie d I' elliptischen 1\'1oduHunkt.",· 
"Wn<:h. Bel'. 1 79 (vorgel. am 6. Dez. 1879) [12 S.]. 
Ab"'edr. !I·t . 17 [9 ".]. 

58. "Sulla. ri olvente di 110 grado deli' equazione 
moduJa.re di 120 grado", Trans. delle R. Ace. dei 1,in
eei (3) 3, 1870 (vorgel. am 4. i\'Iai 1879) [2 S.]. 

59 Sull.a. trasformazione ·dell 110 ordine delle fun· 
zioni .el'littiehe", I endie. dei R. I-tit. IAUlb. (2) 12, 
1879 (vorgel. am 17. Juli 18(9) [4 S.]. . 

60. " bel' unendlich viel Normalfol'lTIen des eIltpt. 
Integral 1. Gatt.", MÜncb. Bel'. 1880 (vorge!. am 
3.	 Juli 1880) [9 .]. Abgedr. M. A. 17 [6 .]. 

6L On the tran formation of elliptie functiolliS", 
T.,onel.· ~~ath. oe. proc. 11, 1 7U/ 0 (dat. 6. Okt. 1880) 

[2 .]. . . . . 
62. ,.Über die geo.rnetri ehe DcflOlb&n der ProJek· 

tivitM :;IJHf cl u Grundgebilden der ersten tufe", M. A. 
17, 18S0 (da. April 1880) [3 .]. 

63 über O'ewisse Teilwerte der A ·Funktion", M. A. 
ii 188Ö dat.10. Jan. 1881) [3 S.]. 

'64... 'bel' Lame eh Funktionen", ~1. A. 1 , 188t 
da.t. J-an. 1881) [10 S.] 

65. ,.Ober T{örper, welcbe '-on konfokalen Fhiehen 
2.	 Gr;lc1es begrenz.t -sind", 'I.\.. 18, 1881 (dat. 
14.	 "ßLirz 1881) [18 S.]. 

66. "Bernerkun O' Über FHichen 4. Ordn.", M., . 18, 
1881 (dal. !S. Apr. 18 l) [1 .]. 

67. ,.über die konforme AbbilclunO' von Flächeu", 
M. A. 19, 1882 (daL Okt. 1 1) [2 S.]. 

68. ,. ber eindeutige Funktionen mit linearen Trans' 
formatio:H'n in ~ieh",:.1. . 19, 1882 (dat. 12. .Januar 
1 82) [i S.]. 
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6(). ,;Uber eindeutige Funktionen mit linearen Trans
ionnationen in sich, TI", M. A. 20, 188~ (dat. 27. Mä·n; 
1882 [3 S.]. 

70. "Xeue Beiträge zur RiemannsclJen Funktionen
theorie", M. A. 21, 1883 (dat. 2. Okt. 1882) [7S S. und 
2 Tafeln]. 

71. "über gewisse Diiferentialgl. 3. Or,dn., Leipz. 
Bel'. 35, 1883 (vorgel. am 29. Ja,n. 1883) [6 S.]. -'\.b
gedr. M. A. 23, 1884. 

72. "Zur Theorie der e1Jiptischen Funktionen nter 
Stuie", Leipz. Ber. 36, 1884 (vorgel. a.m 14. Nüv. 1884) 
l38 S.]. 

73. "Neue Unters. über ellipt. Modltlfllnkt. der 
nieder-sten Stufen", Leipz. Bel'. 37, 1885 (vorgeJ. 
2.	 J\Hin 1885) [22 S.]. 

74. ,;Ober die elliptischen Normalkurven der Nten 

Ordnung und zugehörige :ModuHunktionen NteJ' 
SÜde", Leipz., AbbandJ. 13, 1 <5 (dat. 10. April 1885) 
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hand\. d. c-llseh. D. Katurf. u. Är7.te zu Ka sei 1903. 
TJcipzig 190.1" S. 152-155, 169. Abgcdr. Jahrß'ib. der 
D. Math. Y r. 13, 1004 [3 S.].Wicderabgcdr. in 
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naut. )fitt~illl.ll".._ SOO!i. Wi~rnllgoor. 1'1(\'.0. Zeit
Fchrift 10, 1909. 
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Flüssigkeiten", Zeitgeb!'. fUr MatJl. u. Pbrs. 58, 1910 
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