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Hans Hahn +

Von K. Mayrhofer in Wien.

Am 24. Juli 1934 ist das langjahrige Redaktionsmitglied der
»Monatshefte fiir Mathematik und Physik“ Dr. Hans Hahn. o. Pro-
fessor der Mathematik an der Universitidt in Wien, an den Folgen einer
Krebsoperation im Alter von 55 Jahren plitzlich gestorben.

Hans Hahn wwde ain 27. September 1879 als Sohn des
Hofrates Ludwig Benedikt Hahn in Wien geboren. Er absolvierte
das Gymnpasium im 19. Bezirk in seiner Vaterstadt und bezog im
Herbst 1898 die juridische Fakultiit der Universitit in Wien. Bereits
nach einem Jahr entsagte er den juridischen Studien und wandte sich
der Mathematik zu. Im Studienjahr 1899/1900 besuchte er die mathem .-
naturw. Fakultdt der Universitit in StraBburg, das niichste Semester
verbrachte er an der Universitit Miinchen und kehrte im Sommer 1901
an die Universitit Wien zuriick. wo er im Juli 1902, am Ende seines
achten Semesters, zum Doktor der Philosophie promoviert wurde. In
den beiden folgenden Jabren, die er teils in Wien, teils in Gittingen
verbrachte, verfalite er bereits mehrere mathematische Publikationen
und setzte danehen seine Fachausbildung durch Besweh von Vorlesun-
gen und Mitarbeit in Seminaren bei Boltzmann, v. Escherich,
Mertens und Wirtinger in Wien und ehenso bei Hilbert, Klein
und Minkowski in Gottingen fort. Im Friihjahre 1905 wurde er
als Privatdozent fiir Mathematik an der Universitit Wien bestitigt;
als Habilitationsschrift hatte er eine Arbeit in den Mathem. Aunalen
Bd. 58 ,,Bemerkungen zur Variationsrechnung* vorgelegt. Im Winter-
Semester 1905/06 supplierte Hahn an der Universitiét Innshruck, wo
infolge der Erkrankung von O. Stolz eine Lehrstelle frei war. Nach
¢inigen Dozentenjahren in Wien wurde er im Herbst 1909 zum Extra-
ordinarius an der Universitiit Czernowitz ernannt. Er nahm 1915 am
Kriege teil, wurde schwer verwundet und wegen seiner Haltung aus-
gezeichnet. 1916 wurde er als Extraordinarius nach Bonn berufen und
1917 dort zam Ordinarius ernannt. Im Friihjahre 1921 kehrte er als
o. Professor an die Universitit Wien zuriick, wo er bis zu seinem Tode
wirkte.
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Hahn war seit 1921 korr. Mitglied der Akademie der Wissen-
schaften in Wien, ferner Ehrenmitglied der Caleutta Mathematical Society,
im Jahre 1931'32 Ausschubmitglied der Deutschen Mathematiker Ver-
einigung und wiederholt Vorstandsmitglied der Mathem. Geesellschaft
in Wien; ferner war er Mitglied der Staatspriifungskommission fiir
Mittelschulen und langjihriges Mitglied des Wiener Stadtschulrates.
Im Jahre 1921 warde er durch Verleihung des R. Lieben-Preises von
der Akademie der Wissenschaften in Wien ausgezeichnet.

Mit Hahn ist ein starkes mathematisches Talent, ein unermiid-
licher Arbeiter und hervorragender Lehrer aus der Vollkraft seines
Wirkens jih gerissen worden. Bis zur letzten Stunde vor jener un-
gliicklichen Operation, dic an Stclle eines geplanten Landaufenthaltes
unerwartet notwendig wurde, stand er mitten im Institutsbetriebe, an
dem er 13 Jahre hindurch mitgewirkt hatte. Seine konzilianten Formen
ermiglichten bei aller Energie auch eine befriedigende Frledigung
solcher Angelegenheiten, in denen Meinungsverschiedenheiten zu Tage
traten. Seine Vorlesungen waren bis zur letzten Stunde, etwa zwei
Wochen vor seinem 'Tode, in gewohnter Weise anf das genaueste vor-
bereitet und bei moglichster Abstraktion in vollendetem Ntile vor-
getragen. Neben dem Unterricht in Vorlesangen, Scminaren und Ubungen
gab Hahn, dessen Wisscn ansnehmend umfassend war, viele Anregungen
und Ratschlige fiir selbstindige Arbeiten, soda auf seine Veranlassung
insbesonders eine Anzahl von Dissertationen zustande kam und auch
auswirtige Giiste sich gerne unter Hahns Leitung betétigten.

Trotz vielseitiger und umfangreicher Forschungen aus der
Mathematik hatte Hahn grobtes Luteresse fiir Philosophie, insbesonders
fiir die Stellung, welche Logik und Mathematik im Gesamtwissen ein-
nehmen. Seine philosophischen Ansichten, die er in zahlreichen Vor-
trigen und Debatten in der scharfsinnigsten Weise vertrat, standen
denen von B. Russell und L. Wittgenstein nahe und konuen durch
folgende Stellen aus Hahns Schriften angedeutet werden: ,, Wir glauben,
daB nur die Erfahrung, nur die Beobachtung uns Kenntnis vermittelt
von den Tatsachen, die die Welt bilden. wihrend alles Denken nichts
ist als tautologisches U'mformen. — Mit dieser Auffassung des Denkens
stehen wir im Gegensatz nicht nur zu Rationalismus und Dualismus,
sondern auch zur Auffassung einiger Kmpiristen, die glanbten, Logik
(und Mathematik) aus der Erfahrung herleiten zu konnen, indem sie
lehrten, die Sitze der Logik und der Mathewatik driickten Erfahrungs-
tatsachen aus — nicht anders als etwa die Nitze der Physik nur
dab es sich dabei um besonders hiufig gemachte Erfahrungen handle,
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wodarch diese Sitze einen besonders hohen Grad von Sicherheit erlangt
hitten.* (,Die Bedeutung der wissenschaftlichen Weltauffassung, ins-
besondere fiir Mathematik wnd Physik, Erkenntnis 1, 1930, S. 97.)
Hinsichtlich Logik und Mathcmatik sagt Hahn weiters: .Die Logik
handelt keineswegs von sdmtlichen Gegenstéinden, sie handelt ijberhzuipt
nicht von irgendwelchen Gegenstinden sondern sie handelt nur von der
Art, wie wir iiber die Gegenstinde sprechen; die Logik entsteht erst
durch die Sprache~. (., Logik, Mathematik und Naturerkcnncn®, Einheits-
wissensch. Heft 2, 1933, S. 10.) Die Siitze der Logik (die von denen zu
unterscheiden sind, die durch die Erfahrung gegeben werden und wirk-
lich etwas iiber Gegenstinde aussagen) heifien tautologisch. ,Die Siitze
der Mathematik sind von ganz derselben Art, wie die Sitze der Logik:
sie sind tautologisch, sie sagen gar nichts iiber die Gegenstinde aus,
von denen wir sprechen wollen, sondern sie handeln nur von der
Art, wie wir iiber dicse Gegenstinde sprechen wollen. (Ibidem 8. 17.)
Die philosophischen Publikationen Hahns sind im Literaturver-
zeichnis aufgezéhlt, iiber seinc mathematischen wird im folgenden ein
knapper Uberblick gegeben. Die drei wichtigsten Gruppen sind: Variations-
rechnung, Mengenlehre einschliefilich mengentheoretischer Geometrie
und Reelle Funktionen; die Theorie der reellen Funktionen war sein
Hauptarbeitsgebiet in den letzten Jahren vor seinem Tode.

Yariationsrechnung. Hahns erste Publikation ,Zur Theorie der
cweiten Variution einfacher Integrale (Monatsh. 14, 1903) schliefit un-
mittelbar an Arbeiten von G. v. Escherich an und bezieht sich auf
das folgende Variationsproblem: es sind »n+ 1 Funktionen y,, %, ... yn
von t so zu bestimmen, daf sie fir ¢=1{, und #=¢ gegebene Werte
annehmen, fiir ¢,==¢=~¢, die Gleichungen

o, (,;2/(,\_’..., Y)=0, ... ®u Wos .+ -; Yu) =0,
ECRE (.’/0‘ sy Yy Yoy ven ?/")—_0’ <o Pm (\."/m ceny Yny ?/;, .y y’,.):zo
O =p=m=n)
erfilllen uwnd das Integral

4
t.].f(yo» oo Ymy Yoy <oy Yn) A

m einem Fxtremum machen; dabei geniigen 7, ¢, und die gesuchten

Ifunktionen geeigneten Voraussetzungen. Nachdem G. v. Escherich in

mehreren Arbeiten notwendige Bedingungen fiir cin Extremum im Falle

v -0 durch Betrachtung der zweiten Variation angegeben hatte, er-

weitert Hahp diese Resoltate anf den Fall ».4=0 und untersucht (, Be-

merlungen eur Variationsrechnung'. Math. Ann. 58, 1904), wie weit
1%
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sie sich auf andere Varationsprobleme, inshesonders auf die isoperimetri-
schen, iibertragen lassen.

In der Arbeit ,Uber die Lagrangesche Multiplikatorenmethode
in der Variationsrechnung“ (Monatsh. 14, 1903) wird im Falle p.-=0
gezeigt, daB man, von einem Ausnahmsfalle abgesehen, bei der klas-
sischen Multiplikatorenmethode nur einmalige stetige Differenzierbarkeit
der gesuchten Lisungen nach einem geeigneten Parameter zu verlangen
braucht, woraus dann die Existenz der zweiten Ableitungen schon
folgt, wihrend dies vorher eigens vorausgesetzt werden mubBte.
Spiter zeigt er (,Uber die Herleitung der Differentialgleichungen der
Variationsrechnung, Math. Ann. 63, 1907), wie das inzwischen von
D. Hilbert mitgeteilte Verfahren zur Aufstellung der Lagrangeschen
Gleichungen, das zweimalige Differenzierbarkeit der Liésungen voraus-
setzt, modifiziert werden kann, sodal fiir dieses Verfahren nar dic
Existenz stetiger Ableitungen der gesuchten Losungen vorauszusetzen
ist; in derselben Arbeit wird fiir n+1-=2, p.=—0 die Frage behandelt,
ob es auBer den durch die L.agrangeschen Gleichungen gelieferten
Lésungen noch andere geben kann, was bei weitgehenden Voraus-
setzungen iiber die Losungen nicht der Fall ist.

AnschlieBend an ein Verfahren von A. Kneser wird in der
Arbeit .Tber einen Satz wvon Osgoovd in der Variationsrechnung*
(Monatsh. 17, 1906) einc sehr einfache Beweismethode fiir diesen Satz?)
entwickelt, dic in das bekannte Lehrbuch von O. Bolza, Vorlesungen
iiber Variationsrechnung (1908), aufgenommen wurde. Hahn zeigt auch,
dali der Osgoodsche Satz auf fast alle Probleme der Variationsrechnung,
die sich mit einfachen Integralen beschaftigen, verallgemeinert werden
kann und beweist in den beiden spiiteren Arbeiten ,Allgemeiner Be-
weis des Osgoodschen Sotzes der Variationsrechnung Jiir einfuche
Integrale“ (Weber-Festschr. 1912) und , Ergdnzende Bemerkung v
meiner Arbeit diber den Osgoodschen Sate iw Band 17 dieser Zvil-
schrift“ (Monatsh. 24, 1918) die Giltigkeit des Satzes bei geringeren
Voraussetzungen.

'y Der Osgoodsche Natz ibertrigt folgenden Sachverbalt nuf das einfachsts
Variationsproblem: ist f(x,,...,s,) in einer Umgebung U, von p, (J"l’, ..., @) stetig
und gilt fir die von p, verschiedenen Punkte aus U,

S (e, .., ) --»f(xf, o y'?,)>(),
<0 gibt es in 77, eine Umgebung l'o' von p, und ferner ein ¢>0, sodaB fiir alle
Punkte von 17, auBerhalb von L’é die Beziehung

S @) - fad 2>

ailt.
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und durch x ersetzt. Liefert y, (x), ..., yn (#) ein Extremum, so seien
(bei geeigneten Voraussetzungen) A; (i—1, ..., m) zugehtrige Multi-
plikatoren. Setzt man

.
S+ Ihpi=F,
i=1
so wurde von A. Clebsch und G. y. Escherich durch Transformation
der zweiten Variation auf die ,reduzierte Form gezeigt, dab fiir die
yx () folgende notwendige Bedingung gilt: die Form
7

S @F
Z Ay, 3y, Gi Sy

i, k=1

in der die Variablen £ der Bedingung
39 :
Y. b=0 (t=1,...,m
k

unterworfen sind, darf im zugrunde liegenden z-Intervalle nicht ver-
schiedener Vorzeichen fihig sein. Hahn 16st (,Uber das allgemeine
Problem der Variationsrechnung®, Monatsh. 17, 1906) die von G. v.
Escherich angegebene Aufgabe, diese notwendige Bedingung abzu-
leiten, ohne erst jene Transformation auszufiihren, indem er den Weg
verfolgt, auf dem Weierstraf zu seiner E-Funktion gelangte. In
einer spiteren Arbeit ,U'ber den Zusaminenhang zwischen den Theorien
der zweiten Variation und der Weierstrafschen Theorie der Varia-
tionsrechnung“ (Rend. d. Circ. Mat. d. Palermo 29, 1910) zeigte er, wie
man jene reduzierte Form der zweiten Variation aus der sogenannten
Weierstrabschen Formel, die die Integraldifferenz mittels der #-Funk -
tion darstellt, herleiten kann.

0. Bolza hatte 1906 eine neue notwcndige Bedingung fiir ein
Minimum des Integrals [ /(, y, y') dx angegeben. Hahn zeigt (Uber
Bolzas jinste wotwendige Bedingung in der Variationsrechnung®,
Monatsh. 20, 1909), daf auch diese neue Bedingung zusammen mit
vier andern von O. Bolza zusammengestellten fiir ein Minimwn nicht
hinreicht.

Ist v.==0 und y,==2 die unabhingig Verinderliche und unter-
liegen die Anfangs- und Eodpunktkoordinaten irgendwelchen Bedin-
gungen, so fand Hahn (,Uber Kxtremalenbogen, deren Endpunkt zum
Anfangspunkt konjugiert ist“, Ak. Ber. Wien, 118, 1909 und ,Uber
Variationsprobleme mit variablen Endpunkten®, Monatsh. 22, 1911),
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dali ein Extremalenbogen, der ein schwaches Extrem licfert. zogleich
cin starkes liefert, wenn die £-Funktion in seiner Umgebung einerlei
Zeichens ist. Dieser Satz ist insofern wichtig, als es viel einfacher ist,
ein schwaches Extremum nachzuweisen als ein starkes, weshalb durch
ihn auch mit einem Schlage gewisse Schwierigkeiten bei Variations-
problemen mit variablen Endpunkten beseitigt wurden, zu deren U(ber-
windung manche Autoren Spezialuntersuchungen angestellt hatten.

In der Arbeit ,Uber raumliche Variationsproblem* (Math. Ann.
70, 1911) wird eine anf L. Scheeffer zuriickgehende Methode fiir den
dreidimensionalen Fall mit y,=—2 als unabhiingig Veriinderliche und
ohne Nebenbedingung ausgearbeitet. Hahn zeigt, wie die Frage, ob ein
Extremalenbogen, dessen Endpunkt zum Anfangspunkt konjugicrt ist, ein
Minimum liefert oder nicht, auf die Frage reduziert werden kanu, ob
eine Funktion von zwei Verdnderlichen an einer gegebenen Stelle ein
Minimom bat oder nicht. Weiters gibt cr cinen neuen Beweis fiir das
Theorem von Jacohi, wonach ¢in iiber den zum Anfangspunkt kon-
jugicrten Punkt hinausreichender Extremalenbogen kein Minimum liefern
kann, und stellt Satze iber die Art des Aufhirens des Minimums in
dem zum Anfangspunkte konjugierten Punkte auf.

Die beiden letzten Publikationen Hahns iiber Variationsrechnung
sind vom Standpunkte der modernen Theorie der reellen l'unktionen
aus geschrieben. In der einen (,,Uber die Lagrangesche Multiplikatoron-
methode®, Ak. Ber. Wien 1381, 1922) wird ein einfacher Beweis des
Natzes von J. Riesz gegehen, wonach jede lineare, stetize Funktional-
operation durch ein Stieltjessches Integral darstellbar ist und auf
Grund dieses Satzes die Lagrangesche Multiplikatorenmethode ent-
wickelt; die andere (,, Uber ein Existenztheorem der Variationsrechnung®,
Ak. Ber. Wien 134, 1925) bringt ein Existenztheorem, das eine grofe
Anzahl einzelner Existenztheoreme umfabt, die L. Tonelli bewiesen hat.

Schlieflich ist Hahn gemeinsam mit E. Zermelo Verfasser des
Abschnittes ,, Weitercntwicklung der Ve iationsrechming in den letzten
Jahren* in der Enzyklopadie der Math. Wiss, ILA 8a (1904), ferner
stammt von ihm das Kapitel . Variationsrechnung® in E. Pascal,
Repertorinm der hoheren Mathematik. Bd. I 2. Kap. XIV 11927).

Funktionentheorie. Ist « (<) eine auf einem beschrinkten
Bereiche B. definierte (im allg. nicht eindeutige) analytische Funktion
und betrachtet man Wertepaare z, w, die auf B, und einem zweiten be-
schrinkten Bereiche B, liegen, so gibt Hahn (,,U/ber Funktionen zueier
kowsple.cer Verdnderlicher”, Monatsh. 16, 1900) unter Benutzung eines
Satzes von Cousin [der allerdings spiter eine Einschrinkung erfuhr,
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vel. etwa H. Behnke und P. Thullen, Theorie der Funktionen mehrerer
komplexer Verinderlichen (1934), S. 68] eine notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, daB auf (B., B,) eine eindeutige analytische Funktion
G (2, w) so existiert, dal w«w==f(2) als Ldsung von G(z, w)==0 betrachtet
werden kann, Damit konnte er daonn einen #hnlichen von Poincaré
unhewicsen ausgesprochenen Satz prizisieren und beweisen, endlich den
Weierstrafschen Produktsatz auf Funktionen zweier Variablen iiber-
tragen.

Mengenlehre und mengentheoretische Geometrie. Die erste
hierher gcehirige Publikation ,Uber die nichtarchimedischen Grifien-
systeme” (Ak. Ber. Wien 116, 1907) hat zugleich arithmetischen Cha-
rakter und bezieht sich auf einfach geordnete Rysteme S mit kommu-
tativer, monotoner Addition ohne archimedisches Axiom. Habn zeigt,
daB ein solches System in Klassen mit archimedischer Figenschaft zer-
fillt. Werden diese Klassen in geeigneter Weise einfach geordnet und
der entstandene Ordnungstypus als Klassentypus von S bezeichnet, so
gibt es zn gewihltem Klassentypus immer ein System &. Ferner kann
jedes Swstem S durch komplexe Zahlen dargestellt werden, deren Ein-
heiten eine (im allgemeinen unendliche) einfach geordnete Menge bilden.
Nach Kinteilung der Systeme S in vollstéindige“ und ,unvollstéindige*
durch sinngem#fe Erweiterung des Hilbertschen Vollstindigkeitsaxioms
iiber archimedische Grofensysterue wird gezeigt, dal fiir vollstédndige
Systeme S, zwischen deren Klassen sich eine den gewdhnlichen Regeln
geniigende Addition definieren 1dft, auch eine Multiplikation definiert
werden kann, die die gewshnlichen Multiplikationsregeln erfiillt. Daraus
geht hervor, daf der fiir komplexe Zahlensysteme mit einer endlichen
Anzahl von Einheiten giiltige Satz von der Unmiglichkeit einer allen
Regeln der gewohnlichen Arithmetik geniigenden Multiplikation fiir
komplexe Zahlen mit unendlich vielen Linbeiten reine Giiltigkeit
verliert.

Von Hahn stammt (, Ubrr die Ancrdnungssitze der Geometrie®,
Monatsh. 19, 1908) der erste bindende Beweis des Jordanschen Kurven-
satzes fiir Polvgone. wenn als Beweismittel nur die Verkniipfungs- und
Anordnungsaxiome der Elementargeometrie. nicht aber dic Stetigkeit
zugelassen werden.

In der Arbeit . U'ber ednjach georduete Mengen~ (Ak. Ber. Wien
122, 1913) werden Untersuchungen von A. Haar. D. K6nig und
P. Mahlo fortgesetzt, die die Ubertragung gewisser Sitze iiber lineare
Punktmengen (Cantor-Bendixonsches Theorem, (‘antors Theorie
der Kobarenzen) auf einfach geordnete Mengen hezwecken.
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Ferner untersucht Hahn die Abbildung einer Strecke auf cin
Quadrat (, Uber die Abbildung eimer Strecke auf ein Quadrat*, Ann. di
mat. 21, 1913) und findet insbesonders, dafl bei jeder stetigen derar-
tigen Abbildung diejenigen Punkte des Quadrates, denen mindestens
zwei Punkte der Strecke ecntsprechen, eine Menge von der Michtigkeit
des Kontinnums bilden und dal es eine im Quadrat iiberall dicht-
liegende Menge von Punkten gibt, denen mindestens drei Punkte der
Strecke entsprechen; weiters zeigt er auch. daf es eine stetige Abbil-
dung gibt, bei der zu einem Punkte des Quadrates niemals mehr als
drei Punkte der Strecke gehoren.

Zu den bekanntesten Leistungen Hahns gehirt die (gleichzeitig
und unabhiingig auch von St. Mazurkiewicz gegehene) Festlegung des
,Zusammenhanges im Kleinen“ und die hierdurch erméglichte Charak-
erisierung der stetigen Streckenbilder, woriiber er im Falle der Ebene
auf dem Naturforschertag in Wien 1913 das erstemal vortrug. Er de-
finierte dort den Zusammenhang im Kleinen im Punkte p der ebenen
Menge M folgendermafien: Zu jedem positiven = gehirt ein positives 7
derart, dal es zn jedem in der n-Umgehung von p liegenden Punkt p’
von M einen die Punkte p, p’ enthaltenden abgeschlossenen und zu-
sammenhingenden Teil von M gibt. der ganz in der e-Uwgebang von
p liegt; eine Menge heifit zusammenhéngend im Kleinen, wenn sie es
in jedem ihrer Punkte ist. Nennt man eine beschriinkte, abgeschlossene
Menge (der Ebene) in sich kompakt. so lautet die genannte Charak-
terisierung so: eine ebene Menge ist genau dann stetiges Streckenbild,
wenn sie in sich kompakt, zusammenhingend und zusammenhingend
im Kleinen ist. (,Uber die allgemeinste ebene Punkimenge, dic stetiges
Bild einer Strecke ist*, Jahresber. d. D. M. V. 23, 1914.) Der ausfiihr-
liche Beweis hierfiir befindet sich in der Arbeit | Mengentheoretische
Charakterisierung der stetigen Kurve* (Ak, Ber. Wien 123, 1914), worin
ferner der Satz auf den dreidimensionalen Ranm und dann auf einen
wetrischen Raum im Sinne von M. Fréchet (,Classes (V) normales™),
also inshesonders auch auf den n-dimensionalen Euklidschen Raum
ausgedehnt und jeweils eine .Abbildung Kkonstruicert wird. — Nachdem
A. Schoenflics 1908 eine Charakterisierong der stetigen Strecken-
bilder in der Ebene gegehen hatte, weist Hahu (,Uber die stetigen
Kurven der Ebene“, Math. Z. 9, 1921) dic Aquivalenz der Schoenflies-
schen und seiner cigenen Bedingungen unmittelbar nach. — Am Internat.
Mathematikerkongref in Bologna 1928 teilte er einen einfacheren Be-
weis seines Satzes iiber die stetigen Streckenbilder mit (,7/ber stctige
Streckenbilder~, Atti d. Congr. int. d. Matem., Bologna 1928).
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Ist M eine Menge eines metrischen Raumes £ und a ein Punkt
aus M, so heilt der umfassendste, zusammenhingende Teil von M,
der a enthilt, eine Komponente von M. Hahn zeigt (, Uber die Kom-
ponenten offener Mengen®, Fund. Math. 2, 1921): jede Komponente einer
beliebigen offenen Menge ans R ist genan dann offen, wenn R zu-
sammenhingend im Kleinen ist.

Der Arbeit , Uber irreduzible Kontinua“ (Ak. Ber. Wien 130, 1921),
liegt wieder ein metrischer Raum R zugrunde. Es wird gezeigt, dal
ein kompaktes Kontinuum XK aus B die Vereinigung gewisser paar-
weise fremden Teilmengen ist, die ,Primteile“ von X heiflen und ent-
weder Kontinuen oder einzelne Punkte sind; besteht dabei K aus einem
einzigen Primteile, so heifit es ein Primkontinunm. Lin Primteil von
K entsteht folgendermafen: Man wihle in X einen Punkt ¢ und nehme
alle jene Punkte ¢’ hinzu, fiir die man zu jedem ¢> 0 auf K eine
=Kette ¢, ..., ¢, nach ¢ so legen kann, dall B in ¢, .. ., ¢, nicht
zusammenhingend im Kleinen ist. Sind ferner in R die beiden Pankte
a und b durch ein Kontinuum J verbunden, so daB es kein ¢ und b
verbindendes Kontinuum gibt, das echter Teil von J ist, so heilit J
irreduzibel zwischen ¢ und &5 ist J iiberdies kompakt und kein Prim-
kontinuum, so kann man J als eine Verallgemeinerung des Begriffes
yeinfacher Kurvenbogen zwischen a und 6* auffassen, wenn J als aus
seinen Primteilen aufgebaut betrachtet wird. Die einfachen Bogen zwischen
@ und b sind der Sonderfall, bei dem sédmtliche Primteile aus nar einem
Punkte bestehen. Insbesonders hat J die Eigenschaft, dal es fiir seine
Primteile eine cineindeuntige Abbildung auf das Intervall [0. 1] gibt, die
bei entsprechenden Festsetzungen stetig wird. VYon den zabhlreichen
Sitzen in dicser Arbeit sei noch der hervorgehoben, wonach in einem
kompakten, zwisechen ¢ und b irreduziblen Kontinuum die von Z.Jani-
szewski eingefiibirten Punkte jerster Art* bzw. jzweiter Art® dort
liegen. wo B im Kleinen zusammenhiéngend ist bzw. dies nicht ist.

Hierher gehort noch der allgemeinverstindliche Artikel , Mengen-
theoretische Geometriet (Naturw. 17, 1929) sowie der groliere Teil des
Stoffes, der den beiden fiir ein weites Puablikum gedachten Wiener
Vortrigen zugrunde lag: ,Die Krise der .Anschauvng“ (abgedr. in:
Krise und Neuaufbau in den exakten Wissenschaften, 1933) und , ibt
es Unendliches?* (abgedr. in: Alte Probleme — Neue Losungen in
den exakten Wissenschaften, 1934).

Reelle Fanktionen. Schon in den ersten Jahren seines mathe-
matischen Schaffens zeigt sich Hahns Vorliebe fiir Probleme aus der
Theorie der reellen Funktionen, cinem Gebiete, dem er immer mehr
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seine Aufmerksamkeit zuwandte und auf dem er schlieflich eine der
ersten Autoritiiten wurde.

In der ersten hierher gehirigen Arbeit ,Uler den Fundamental-
satz der Integralrechnung” (Monatsh. 16. 1900) entscheidet er die Frage,
ob alle stetigen Funktionen mit derselben Ableitung sich auch dann
nur vm eine additive Konstante unterscheiden, wenn die Ableitung im
betrachteten Intervalle nicht durchwegs endlich ist dahin, daf in diesem
Falle der ,Fundamentalsatz der Integralrechnung nicht mehr zu gelten
braucht“. — Dieses Thema lag seinem Habilitationsvortrage zugrunde. —
Weiters setzt er sich (, Uber punktweise unstetige Funktionen”, Monatsh.
16, 1905) mit dem Kapitel iiber ,Die punktweise unstetigen Funktionen*
im ersten Schoenfliesschen Berichte iiber ,Die Entwicklung der Lehre
von den Punktmavnigfaltigkeiten® (Jahresbh. d. D. M. V. 8, 1900) aus-
eipander und gibt ,Banerkungen zu den Untersuchungen des Herrn
M. Fréchet: Sur quelques points du calcul forctionnel“ (Monatsh. 19,
1908).

Die wichtige Publikation , Uber die Integrale des Herrn Hellinger
und die Orthogonalinvarianten der quadratischen Formen von unendlich
vielen Verdnderlichen (Monatsh. 23, 1912) behandelt diesen Gegenstand
in systematischer Weise. Hahn zeigt, dal die von Hellinger einge-
fiihrten integralartigen Grenzwerte durch Einfilhrung einer neuen Ver-
dnderlichen in Lebesguesche Integrale iibergefiihrt werden kénnen,
wodurch die ganze Theorie an Einfachheit und Vollstéindigkeit erheb-
lich gewinnt.

Sind auf einem Intervalle {a, 6] endlich oder abziihlbar unendlich
viele Funktionen definicrt, die integrierbar im Sinne von Lebesgue
sind, so zeigt Hahn (,Uber Anudhcrung an Lebesgucsche Integrale
durch Riemannsche Summen®, AK. Ber. Wien 123, 1914), dal nach
Wabl einer beliebigen ausgezeichneten Zerlegungsfolge von [a,b] die
Zwischenpuukte so gewihlt werden konnen, dal fiir alle gegebenen
Funktionen die entsprechenden Riemannschen Summen gegen das je-
weilige Lieb esguesche Integral konvergieren; aufierdem gibt er Summen
an, die bei eciner geeigneten ansgezeichneten Zerlegungsfolge das
Lebesguesche Integral als Grenzwert haben. — Dcr Tragweite der
von E.Borel 1910 gegebenen Veraligemeinerung der Riemannschen
Integraldefinition sowie einer besonders cinfachen und naturgeméfien
Herleitung des Lebcesgueschen Integralbegriffes ist je eine Publikation
gewidmet (,Uber ¢ine Verollgancinerung der Riemannschen Integral-
definition, Monatsh. 26. 1915, bzw. . Uler den Integralbegriff, Festschr.
d. 57. Vers. deutscher Philolog. und Schulménner in Salzburg 1929).

-
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Ist auf [a, ] eine Klasse geeigneter Funktionen f(x) und eine
Folge von ,Kernen® ¢, (€, «) gegeben und gilt fiir jede Funktion f an
einer Stelle x

b
ey S@=lim [ 7€) eu(E2)dE,

L, Dy

so liegt eine ,Integraldarstellung® der Fupktionen f in z vor. Nachdem

H. Lebesgue die Kerne gekennzeichnet batte, fiir die an allen Stetig-

keitsstellen der Funktionen f die Integraldarstellung gilt, gibt Hahn

(,, Uber dee Darstellung gegebener Funktionen durch singuldre Integrale. 1.+,

Denkschr.d. Ak.d. W. Wien 93, 1916) zunichst Bedingungen dafiir, dab
b

(m)

S@)y=lim | f(E) gn (§ o) d &

an jenen Stellen w gilt, fiir welche die gecignet definierte m-te Ab-

leitung 7(z) von f(mx) existiert. Daraus gewinnt er Bedingungen, unter
denen dic Integraldarstellung nicht nur an allen Stetigkeitsstellen. son-
dern noch an gewissen andern Stellen gilt und ferner Bedingungen,
unter denen die Gleichung (1) m-mal so nach z differenziert werden darf,
dafl man rechts unter dem Integralzeichen differenziert. Nach den allge-
meinen Ausfiihrungen werden drei Typen von Kernen eingehend betrachtet,
die er den Stieltjesschen Typus, den Weierstrafschen Typus und
den Poissonschen Typus nennt. Diese Untersuchungen setzt er in einem
gleichbetitelten cweiten Teile (Denkschr. d. Ak. d. W. Wien 93, 1916)
fort. Als Maf der .Approximation von

»
In (fy ) ~ ff(:) an (€, ) d§

an die darzustellende Funktion 7 () beniitzt er den Wert
b

Bo=|" f (=T (/) do

und zeigt. daf unter sehr allgeweinen Voraussetzungen

lim R,-—0
ist. Nach einigen Anwendungen dieses Ergebnisses untersucht er voll-
stindige, normierte Orthogonalsystcme, insbesondere solche, fiir die das
Parsevalsche Theorem aus der Theorie der Fourierschen Reihen
erhalten blcibt, so dall also bei (entsprechend) gegebenen f(z), g ()
die Beziehung

b -
[ rir gleyde—=2E f. g,
43 vl
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gilt, worin £, ¢v die ,Fourierkoeffizienten“ von /, ¢ in Bezug auf das
Orthogonalsystem sind. Weiters entwickelt er Summationsverfahren fiir
die Reihe -

XA v,

v=1

die stets gegen
b
Sr@ g dz

konvergieren und analog fiir die Reihenentwicklung von f nach Funk-
tionen eines Orthogonalsystems, ferner Prozesse, die aus einer solchen

Reihenentwicklung Ausdriicke herleiten, die gegen /EQ’% iiberall dort
konvergieren, wo diese Ableitung existiert. Schliefllich werden diese
Ergebnisse noch auf Fouriersche Reihen angewendet. - - In der Arbeit
, Winige Anwendungen der Theorie der singuliren Integrale (AK. Ber.
Wien 127, 1918) gibt er eine kennzeichnende Bedingung dafiir, dal die
Reihenentwicklung von f nach Fouoktionen eines vollstindigen normierten
Orthogonalsystems anf jeder mefbaren Punktmenge von [«, 0] gliedweise
integrierbar sci (das Analoge fiir Teilintervalle aus [a, b] findet sich
bereits in der eben besprochenen Arbeit); ferner ergibt sich im Falle
der ,asymptotischen Konvergenz“ einer Folge g.(x) gegen g(x) als
notwendig und hinreichend fiir die analoge Eigenschaft die einfache
Bedingung

b
lim [ g(@)—g, (@) =0.

— In der umfangreichen Untersuchung , Uber Folgen linearer Operationen®
(Monatsh. 32, 1922) entwickelt Hahn eine allgemeine Theorie, in der
die Theorie der Integraldarstellung sowie die von I. Schur gewonnenen
Ergebnisse iiber lineare Transformationen der unendlichen Reihen als
Sonderfiille enthalten sind. — Ferner vgl. man zur Integraldarstellung
auch den Bericht , Uber die Darstellung willkiirlicher Funktionen durch
bestimmte Integrale“. (Jahresb. d. D. M. V. 80, 1921.)

In der Arbeit , UCber linearc Gleichungssysteme in linearen Rdiwmen®
(Crelle Journ. 157, 1927) werden Linearformen u (z) in einem voll-
stiindigen linearen Ranme £ mit konvexer Mabbestimmung betrachtet
und dann Bedingungen fiir die Losbarkeit eines linearen Gleichungs-
systems

uy (z)=¢,
-angegeben ; darin durchldunft 4 eine entsprechende Indexmenge und die
¢, sind reell. Auf Grund des Begriffes der , Vollstetigkeit einer Klasse
», () von linearen Transformationen in bezug auf die Klasse u, (z)

Hans Hahn . 288

wird dann untersucht, wann aus der Lisbarkeit des obigen Gleichungs-
systems auf die des Systems

uy (2)+v, (2)=¢,
geschlossen werden darf.

Mit Methoden aus der Theorie der Integraldarstellungen Dbehandelt
Hahn (,Uber das Interpolationsproblem”, Math. Z. 1, 1918) Interpo-
lationsverfahren, die der auf [a,?' gegebenen Funktion / (x) Néherungs-
funktionen P (z) von der Form

P Y6 o @

zuordnen, wobei die ¢; (») irgendwelche Funktionen auf [a. 0] sind. Er
beantwortet die Frage, wann bei Verfeinerung der Intervalleinteilung
die Niherungsfunktionen gegen j () konvergicren und ferner, wann
bei geringer Anderung der Werte von (2} in den Einteilungspunkten
auch dic Niherungsfunktionen nur geringe Anderungen erleiden.

Der Arbeit , Uber halbstetige und unstetige Funktionen® (Ak. Ber.
Wien 126, 1917) liegen reelle Funktionen auf Punktmengen eines
metrischen Raumes zugrunde. Hahn zeigt, dafi zwischen ciner ober-
halb stetigen und einer unterhalb stetigen Funktion, deren erste die
zweite nirgends iibersteigt, immer eine stetige Funktion liegt: damit
konnte er einen Satz von R. Baire dahin verallgemeinern und ver-
schirfen, dab jede unstetige Funktion, deren Schwankung in keinem
Punkte die positive Zahl & tibersteigt, in zwei Summanden zerlegt
werden kann, deren einer stetig ist, wihrend der andere dem Betrage
nach die Zahl k/2 nicht iibersteigt.

Weiters konstruiert er (,Uber stetige Funktionen ohne Ableitung,
Jahresb. d. D. M. V. 26, 1918) ein besonders durchsichtiges Beispiel
einer reellen, endlichen und stetigen Funktion, die in keinem Punkte
ihres Definitionsintervalles eine (cndliche oder bestimmt unendliche)
Ableitung oder zwei unendliche einseitige Ableitungen entgegengesetzten
Zeichens besitzt.

In der Publikation ,U7ber die Menge der Konvergenzpunkte einer
Funktionenfolge (Arch. d. Math. u. Phys. 1IT 28, 1919) wird diese
Menge bei einer Folge Bairescher Funktionen gekennzeichnet.

Nachdem R. Baire die Funktionen f (z,, z,) und f (2, 25, 7y),
die nach jeder einzelnen Verdnderlichen stetig sind, auf die Stetigkeits-
und Unstetigkeitspunkte hin untersucht hatte, beweist Hahn (, Uber
Funktionen mehrerer Verinderlicher, die nach jeder einzelnen Verdnder-
lichen stetig sind“, Math. Z. 4. 1919, folgenden abschliefenden Satz:
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Ist die Funktion / (z,...,2,) stetig nach jeder ihrer » Veriinderlichen,
so ist sie nur punktweise unstetig, und ihre Stetigkeitspunkte liegen
sogar aunf jeder Mannigfaltigkeit ;= const. (i==1, ..., n) dicht; doch
kann es zu den Koordinatenachsen parallele Mannigfaltigkeiten von 2-—2
Dimensionen geben, deren sdmtliche Punkte Unstetigkeitspunkte von
S (zyy ..., z,) sind.

Sind auf den Mengenkdrpern K" und K7 die additiven oder total-
additiven Mengenfunktionen ¢ bzw. 9” gegeben, so definiert Hahn
(,Cber die Multiplikation total - additiver Mengenfunktionen®, Ann. di
Pisa II 2, 1933) ein Produkt ¢'Xx9”, das wieder eine additive hzw.
total-additive Mengenfunktion im Produktkérper K'x K” ist und unter-
sucht die Eigenschaften dieses Produktes, insbesondere seine Bezichung
zum Lebesgueschen Mafie und zum Reduktionstheorem mehrfacher
Integrale; hierbei erweist sich das Reduktionstheorem der Doppelinte-
grale als identisch mit dem assoziativen Gesetz der Multiplikation der
total-additiven Mengenfunktionen.

Hahn ist schliclilich Verfasser der beiden bekannten enzyklo-
padieartigen Lehrbiicher: , T'hevrie der reellen Funktionen I¢ (1921) und
yReelle Funktionen 1* (19331, Das zuerst genannte Buch trat an Stelle
des 2. Teiles des von .\.Schoenflies gemeinsam mit H. Hahn geplanten
Werkes: ;Entwicklung der Mengenlehre und ihrer Anwendun-
gen“, von dem nur der von Schoenflies verfalite 1.Teil(1913) erschienen
ist. Das Manuskript fiir den zweiten Band der ,Reellen Funktionen®
plante Hahn bis zum heurigen Herbst fertigzustellen, was thm — zum
grolien Nachteile dieses Wissenszweiges — nicht mehr gegonnt war.

Reihen und Fouriersche Integrale. Die Summationsverfahren
von Poisson, Riemann und de la Vallée Pousin der Fourierschen
Reihe fiir /' (x) konvergieren fiir jeden Wert von « gegen /'(x). fiir den

t
lim / (42w +f (w —2u)— 27 10)) du=0
0
ist; fir das Fejérsche Verfahren gilt dies, wenn
!
lim i iy (e 2+ f (2 —2u) — 2 f ()| du =0
t+0 °

0
ist. Hahn zeigt (,Uhes Fejirs Summierung dor Fovricrschen Reihe®,
Jahresher. d. D. M. V. 25, 1916) an einem Beispiel, dal beim Fejér-
schen Verfahren die erste Bedingung fiir die Konvergenz nicht hinreicht.

In der Arbeit ,Uber eine Verallyemeinerung der Fourierschen
Integralformel® (Acta math. 49, 1926) wird unter sehr allgemeinen
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Voraussetzungen iiber f (), darunter insbesonders die der Entwickel-
barkeit von s () an der Stelle z, in die Fouriersche Reihe, die
Formel

4- 00

7 () == j (cos mry AP () +sin wry dY° ()
K

abgeleitet. worin das Integral ein Stieltjesintegral ist und
oo 4 >

P (p)= j Fir) Ei"_m-“' * dw, )= / i) 1—1“;’5 Ay P
bedeutet. Diese Formel hat einen weiteren Giltigkeitshereich als die
klassische Fouriersche Integralformel und gestattet in manchen Fallen
Kriterien fiir die Giltigkeit letztorer anzugeben. Sie geht in die Fourier-
sche Integraldarstellung iiber, wenn diese existiert und redoziert sich
fir alle an der Stelle «, in die Fourierreihe entwickelbaren periodi-
schen Funktionen auf diese Rcihe. (Vgl auch Jahresb. d. D. M. V. 33,
1924). - - Bine analoge Formel (,Uher dic Methode der arithmetischen
Mittel in der Theorie dor verallgemeinerten Fouricirschen Intigrale®,
Ak. Ber. Wien 134. 1925) verlangt zu ihrer Giltigkeit nur, dafi / (x)
im Unendlichen beschrinkt und in z, stetig sei und reduziert sich auf
Fejérs Summationsformel, wenn ;' (x) periodisch ist.

Aus der Theorie, die in der oben angefiihrten Arbeit Mher
Folgen linearer Operationen® entwickelt ist, lassen sich einige Nitze
,Uber Reihen mit monoton abnehmenden Gliedern“ (Monatsh. 33, 1923)
gewinnen. Bei diesen Untersuchungen fand Hahn einen einfachen
Beweis fiir ,Die dquivalenz der Cesaroschen und Holderschen Muttel”
(Monatsh. 33, 1923).

Liegt eine Reihe Ya, aus positiven gegen Null abnehmenden

vl
Gliedern vor und ist g—ihre Summe (die anch -+ oo sein kanni, so
zeigt Hahn (,Uber unendliche Reihen und absolut-additive Mengen-
Junktionen“, Bull. of the Caleutta Math. soc. 20, 1930), daB jede der
Ungleichung 0 < z =g geniigende Zahl # genau dann durch eine ..Teil-
reihe® La,, dargestellt werden kann, wenn Zay=a, fir n=1 ist und

i1 von
untersucht die Eindeutigkeit dieser Darstellung. Daraus ergibt sich ein
durchsichtiger Beweis fiir den von W. Sierpinski und M. Fréchet
bewiesenen ,Zwischenwertsatz® in der Theorie der total-additiven
Mengenfunktionen.

Auber der gemeinsam mit ;. Herglotz und K. Schwarzschild
verfaften Untersuchung ,Uber das Strinun des Wassers in Rihren
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Ist die Fuanktion /' (x,,...,x,) stetig nach jeder ihrer »n Verinderlichen,
so ist sie nur punktweise unstetig, und ihre Stetigkeitspunkte liegen
sogar auf jeder Mannigfaltigkeit ;= const. (¢i==1, ..., n) dicht; doch
kann es zu den Koordinatenachsen parallele Mannigfaltigkeiten von 72—2
Dimensionen geben, deren simtliche Punkte Unstetigkeitspunkte von
Sz, ..., x,) sind.

Sind auf den Mengenkdrpern K" und K” die additiven oder total-
additiven Mengenfunktionen ¢ bzw. 9” gegeben, so definiert Hahn
(, Uber die Multiplikation total - additiver Mengenfunktionen, Ann. di
Pisa II 2, 1933) ein Produkt 9" x”, das wieder eine additive bzw.
total-additive Mengenfunktion im Produktkédrper K'x K” ist und unter-
sucht die Eigenschaften dieses Produktes, insbesondere seine Bezichung
zum Lebesgueschen Mafie und zum Reduktionstheorem mehrfacher
Integrale; hierbei erweist sich das Reduktionstheorem der Doppelinte-
grale als identisch mit dem assoziativen Gesetz der Multiplikation der
total-additiven Mengenfunktionen.

Hahn ist schlieflich Verfasser der beiden bekannten enzyklo-
padieartigen Lehrbiicher: , T heorie der reellen Funktionen I (1921) und
yBeelle Funktionen I¢ (1933). Das zuerst genannte Buch trat an Stelle
des 2. Teiles des von A.Schoenflies gemeinsam mit H. Hahn geplanten
Werkes: ;Entwicklung der Mengenlehre und ihrer Anwendun-
gen“, von dem nur der von Schoenflies verfalite 1.Teil(1913) erschienen
ist. Das Manuskript fiir den zweiten Band der ,Reellen Funktionen*
plante Hahn bis zum heurigen Herbst fertigzustellen, was ihm — zum
grohien Nachteile dieses Wissenszweiges — nicht mehr gegonnt war.

Reihen und Fouriersche Integrale. Die Summationsverfahren
von Poisson, Riemann und de la Vallée Pousin der Fourierschen
Reihe fiir f (x) konvergieren fiir jeden Wert von . gegen /'(x). fiir den

l

hm» /l7(7+9u)+m —Quy- 2/ (1)} du=0
10 7,
0
ist; fir das Fejérsche Verfahren gilt dies, wenn
I

lim 1 ]( 20+ f(e—2u) — 27 {2)] du =0
{+»0
0
ist. Hahn zeigt (,Cher Fejirs Sunmicrung ders fovrierschen Reilie®,
Jahresber. d. D. M. V. 25, 1916) an einem Beispiel, daf beim Fejér-
schen Verfahren die erste Bedingung fiir die Konvergenz nicht hinreicht.
In der Arbeit ,Uber eine Verallgemeinerung der Fourierschen
Integralformel® (Acta math. 49, 1926) wird unter sehr allgemeinen

———
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Voraussetzungen iiber 7 (x), darunter insbesonders die der Entwickel-
barkeit von /() an der Stelle z, in die Fouriersche Reihe, die
Formel

/ (.ro) = —lj(cos Y.Ly deb (_:}.) +sin Ty d\” (y))
!

abgeleitet. worin das Integral ein Stieltjesinteoral ist und

1 —cos xx
G U\;—/j 3'" ik 114'7 U (u)——v/ fur) _____L_*(I

bedeutet. Diese Formel hat einen weiteren Giltigkeitshereich als die
klassische Fouriersebe Integralformel und gestattet in manchen Fillen
Kriterien fiir die Giltigkeit letstorer anzugeben. Sie geht in die Fourier-
sche Integraldarstellung iiber, wenn diese existiert und reduziert sich
tiir alle an der Stelle a, in die Fourierreihe entwickelbaren periodi-
schen Funktionen auf diese Reihe. (Vgl. auch Jahresh. d. D. M. V. 33,
1924). - - Eine analoge Formel (, Uber dic Methode der arithmetischen
Mittel in der Theorie der verallgemeinerten Fourierschen Integrale®,
Ak. Ber. Wien 134. 1925) verlangt zu ihrer Giltigkeit nur, dafi / (z)
im Unendlichen beschriinkt und in x, stetig sei und reduziert sich auf
Fejérs Summationsformel, wenn ' (x) periodisch ist.
Aus der Theorie, die in der oben angefiihrten Arbeit L Lher
Folgen linearer Operationen® entwickelt ist, lassen sich einige Nitze
 Uber Reihen mit monoton abnehmenden Gliedern (Monatsh. 33, 1923)
gewmnen. Bei diesen Untersuchungen fand Hahn einen einfachen
Beweis fiir ,Die dquivalenz der Cesaroschen und Hilderschen Mittel”
(Monatsh. 33, 1923).

Liegt eine Reihe Ya, aus positiven gegen Null abnehmenden
LA |

Gliedern vor und ist ¢ ihre Summe (die anch -+ oo sein kann), so

zeigt Hahn (,Uber unendliche Reihen und absolut-additive Mongen-

Junktionen“, Bull. of the Caleutta Math. soc. 20, 1930), dab jede der

Ungleichung 0 <z =g geniigende Zahl x genau dann durch eine .. Teil-

reihe“ La,, dargestellt werden kann, wenn Za, = a, fiir »=1 ist und
i1

von

untersucht die Eindeutigkeit dieser Darstellung. Daraus ergibt sich ein
durchsichtiger Beweis fiir den von W.Sierpinski und M. Fréchet
bewiesenen .Zwischenwertsatz in der Thenrie der total-additiven
\Ienvenfunktlonen

Auber der gemeinsam mit G. Herglotz und K. Schwarzschild
verfaBten Untersuchung ,Uber das Strimen des Wassers in Riéhren
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und Kandilen® (Zeitschrift f. Math. uw. Physik 51, 1904) und einer
Anzahl von Noten — grofBtenteils vorliufige Mitteilungen im Anzeiger
d. Ak. d. W. in Wien iiber soeben besprochene Arbeiten — sowie
zahlreichen Referaten und Buchbesprechungen stammt von Hahn noch
der ausfithrliche ,Bericht diver die Theorie der linearen Integral-
gleichungen” (Jahresb. d.D. M. V. 20, 1911). Ferner versah er die Heraué'—
gabe von B. Bolzanos ,Paradozien des Unendlichen® (1920) mit
Avmerkungen und schrieh gemeinsam mit H. Tietze das Lehrbuch
wEinfiikrung in die Elemente der hoheren Mathematik® (1925); scblieb-
lich stammt von ihm in E. Pascals Repertorium der hoheren Mathe-
matik Bd.1, 1 das Kapitel I: . drithmetik, Mengenlchre, Grundbegriffe
der Funktionenlehre® (1910) sowie gemeinsam mit L. Lichtenstein
und J. Lense in Bd. 1, 3 das Kapitel XX1V: [ Die Theorie der Inte-
gralgleichungen wnd Iunktionen unendlich vieler Variabeln wund ihre
Anwendung auf die Randwertaufgaben bei gewdhnlichen und partiellen
Differentialgleichungen (1929).
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