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Analytische Geometrie 
der kubischen Kegelschnitte 

Von Dr. Otto Staude 
Geheimer Holraf, kaiserlich russischer Staatsrat, Professor on de, lIu;'·(·".,1.II 11"'.1,,1'1, 

Mit 158 Figuren im Text. [VIII u. 242 S.) g'r. 8. Geh. M. 'I. ~:l·h. M, 10.I 

(Teubners Sammlung von Lehrbüchern auf dem Gcbicte der lIIalhl'lIlalis(')lclI 
Wissenschaften mit Einschluß ihrer Anwendungcn. BaJHI XXXVIII.) 

Die kubischen Keg-elschnitle oder Raumkurven 3. Ordnung' hahen in den :,1<:"11,,,,,,,,'11"11 Vvrlt·Sl.llIgcn 
und Obunl;':'en ülJer analyti~chc Geometrie nichl in gleichem Malle Iiing'an'l I~l'illndell, wie die ehe lien 
Kel(elschl1l11c und dic Flächen 2. OrdnnnR. Diese Zuniekslt'l11I1I1l i'l niehl 1.IIm milldcslcn in dem 
Fehlen eines Bucl!es begründct, das dic Grundlal/cn für die unalvlis"he B['arhdllllll( jCllcr Raum­
Iolebilde in kurzer Ubersicht, abcr hillreichendcr VollstÜlldillkcil IIml Jlchrauch,fcrligcr I'orm darbietet. 
Hier vcrsucht das vorliegende Buch einzutreteu. 

Es be!:innt mit einer ga"" elemelltar"n ßehandlunll' der kuhi<chcn Kegelschnille in rechtwink­
ligen Koordinaten, die sich zugleich der zeichnerbchcn Darslellung dieser I~aumkurven anpaßt. 
Es erklärt sodann nach derselben Methode die verschiedenen ßestalldteile der allgemeineIl liaum­
kurve 3. Ordnung lind beschreibt weiterhin die vier Hallplartcn und deren Unterarten, für die ein­
heitliche analytische Bedingunj1;en enlwicketl werden. 

Rr..R.I--.J]a_f!hd.ell1..L~.ule.tn.LI...p--st!kd_i.a...v_e.r.sc.b.iedeo.eILEor.men_d.er-.k.uhjsch.etL..Kcn.el~.~iJ.LiJl_1 

Sonderabdruck aus Mathematische Annalen. LXXV. Band. 1. Heft. 
Druck und Verlag von B. G. Te ub n er in Leipzig. 

Paul GOl'dan. 

Von 

M.o\.X NOETHER in 'Rrlangen. 

(Mit lJnLOJ:9tlitzung VOn Felis Klein in Göttingen und von Emmy Noethel' in Erlangen.)") 

Dern kurzen Gedenkworte, welches dip Redaktion der Annalen ihrem 
tI'euen Freunde Paul Gordan bei seinem Hinscheiden gewidmet hat**) 
und das schon die wesentlichen Züge seiner Persönlichkeit wiedergibt, 
lassen wir hier eine Darstellung seiner 11l(~thematischell Leistungen folgeIl. 
Gordan schließt unmittelbar an die Reihe der großen Algebraikel', zunächst 
an Clebsch, an, deren Arbeit in dieser Zeitschrift gewlirdigt worden ist; 
und sein Name ist mit ihren Blättern selbst unlöslich verbunden. So sind 
wir ihm schuldig, unsere Darstellung eingehend zu halten. Wir verbinden 
damit die Schilderung seines Lebensganges. ***) 

Pau 1 Albert Gordan ist geboren zu Breslau am 27. April 1837, 
als Sohn des Kaufmanns David GOl'dan. Seine Mutter Friederike, aus der 
bekannten dortigen Familie Friedentha.l , wurde ihm früh entrissen; sie 
hinterließ noch drei ältere Söhne - piner später ein höherer Staats­
beamter - und eine Tochter, allC' sind vor ihrem Bruder verstorben. 
Paul Gordan wurde zunächst zu Hause unterrichtet und absolvierte dann 
die Quarta und einen Teil der Tertia des Friedrichsgymnasiums in Breslau, , worauf ihn sein Vater in seinem eigenen Geschäft - einem Pelzhalldei 
und Bankge:schäft in Breslau und Berlin - der kaufmännischen Laufbabn 

.) Von Ersterem wurde ich in dei' Gesamtwürdigung , von Letzterer io der 
WÜrrligung der algebraischen Arbeiten wesentlich unterstützt. 

**) Bd. 73, S. 321-322. 

Gin Teil der bezüglichen Daten ist der Dissertation (I des am Schlosse IHI­

gofUgLo!) Sobl'iftonverzoichllissos) entnommen. Andere verdanke icb den Berren R. StU('IlI, 
dom Stud_iongoooa6oo VOll Dreslau, C. F. Geiser, eineru. der Opponenten bei dor Bl\rlinf'l' 

isputllotion von 18(;2, J. 'l'bomae, dem Göttinger Studiengenossen, uud A. Drill, dOlu 
Gießener KoUegell; fernor L. Scblesinger solche aus Gioßener Akten. 

I Die NUtumol'llzitato des AnfAlbt.•.l\O h""i"h,," .in\, o"f ,100 ,,~ '-' ... LI ..,(' .,_i:"I __



ufl1hl'to. Zogl\)jeh b06\Jchto al" einige Ja.hre in Bresll1u eint} Ha.ndcbsoll\J1c; 
oal1l1 folgtel1 ~\I"oi J';),bl-e in einem Bankgeschäft in Genf, und wieder ktu'ze 
Zeit im vii,terlichen Geschäft, diesmal in Berlin. Hierbei gewann jedoch 
bald eine früh gefaßte Neigung zur Mathematik soweit die Oberhand, da/;) 
ihn der Professor am Friedrich Wilhelm-Gymnasium und an der Kriegs­
schule N. H. Schellbach, der Lehrer so vieler Lehrer, erst privatim in diese 
Wissenschaft einführte und dmm an E. Kummer verwies, der gerade 1855 
aus Breslau nach Berlin zu umfassender Tätigkeit übergesiedelt war. 
Gordan hörte nun bei Kummer an der Universität, also in dessen erster 
zahlentheoretischer Periode, während mebxerer Semester, bereitete sich 
zugleich zum Gymnasialab:solutoriuOl vor und erhielt nach einem mehr· 
monatigen Be:such des katholischen GymnasillU'ls zu Neisec (htselbst am 
19. August 1807, nach ('iner kleinen Ull1therr:JaLisl,;lJoit I'rj'V"1LI\rboit, das 
Reifezeugnis. 

Jetzt folgten neun Universitätssemester 1>ia "ilIr l'nlllloLjon: eines 
in Breslau, dn'i in Königsberg, wieder vier in Br;\I'lII~u) ~ill"l!l in Berlin. 
Seine Lehrer in Breslau waren außer Galle bU8\Jlldol·t! .11'H,l'ldl1lstbal ­

bis zu des!':en 'rod, ein Semester vor Gordans zw"if""1 W'II~HIi'tlg von 
Breslau - und Schroeter, in Königsberg HicheloL IllId Ii Ol'll'lI Iljdll; und 

so ist Gordan nun ganz in der Jacobischen Sch\d" 1""'llllij'J).iTdüt: in 
Variationsrechnung, Mechanik, Elliptischen FunktioJ.lOIi II~II'., \\1""; [11' r\l}cb, 
wie es scheint, einige dieser GebiRte, so das letztgcuU>III1I,\), 11111' 1l11ch Ab­
bandlungen und Vorlesungsheften zu studieren 6-o.l"K[·I.I11:11. ill\,{,l.o. In 
Berlin verkehrte Gordan dann mit Kronecker und JJÜI'~ll d"!lII"11 I H(i 1/6 
zum ersten Mal gelesenes Kolleg über die Auflösung cl,·, Itl~j\hlllilllJlLoll 

Gleichungen, so über die mit elliptischen Funktionen. ZIl~IJIIIII"'JlIlnlll,r(OJ1­

den, und über den Rationalitätsbereich: Theorien uud BII;.:dll', ..• ll,j iilr 
Gordan später noch von Wichtigkeit wurden. 

In Breslau empfing Gordan auch das Thema zu seiner Ditlllllll"I.I'JlI, I:!je 
ist aus einer Arbeit "De linea geodetica" hervorgega:ngtUJ) ,,,iL .1"" "" flui' 

eiDe von der Fakultät gestellte Preisfrage im Augu!'lt I~I; I dlill 1)I'ois 

erhielt*). Diese in Berlin am 1. März 1862 verteidigte Dol\ Lnl 01 ".""d I~{'ion 

behandelt die geodätische Linie auf dem Erdsphä:roit1. ni" IJrll/lJlIllÜIJ . 
durch elliptische Thetas erfolgt nicht in der von Ja.cobi (.1. I'. MI.!,l" /)6 
gegebenen Form, sondern direkt nach den Formeln (11\" H·llIldlll"l\lIlf~. 

Interessanter ist die Behandlung der Variationsaufg'bbc el'lbst. I).,j ,1,-,1' 

*) Die Frage, an Jacobis Formeln J. f. Matb. 63 anknÜpfend, wal' VOll .Joril').IH)~lhfÜ 

3. Aug. 1860 gestellt; das Urteil gab Scbroeter ab. Es lautete ancrJtillllH'utl nlr das 
wissenschaftlicbe Streben des Verfassers, ablehnend gegenÜber der J.'()J'IIO Il.,,1 w.'kJtl,rte 
die Arbeit als des Preises für "nicht unwürdig" (nacb dem "Bericht t10r 11'o,lndtliLcu 
über die von der kgl. Univ. zu Breslau gestellten Preisaufgabou", 1.l. .AllS'. .1.861). 

fToub(11' - die Literatur ist hiorbci ni(~ht u.ngogo'bOlJ - di'J MuLl.t.{!!) "tin 
Lngl·(l"Uge·Jo.cobi*) benutzt worden ist. D01'oh RochnunguO wul'jh' l " •.111:10 1;,01,

J 

dem speziellen Problem angepaßt sind, stellt Gol'c1o...u fest, oilllJHtl: di11.1 II.llli 

von einem Punkt .A ausgehenden geodätischen Linion an il'gOllcl Oill\lll 
Punkt B der Fläche in ihrem Verlauf im allgemeinen beliebig naho ]JCl'fLll­

geben; daß aber die Eigenschaft des absoluten Minimums höchstens l)jtj 
zum neuen Treffpunkt zweier Linien mit supplementärem Azimut in 4. 
gilt; sodann: daß das relative Minimum nur bis zum Schnittpunkt zweier 
suk2'.ossiver Linien von .A statthat. Die Jacobische zu einem gegebenen 
Puukt .A gehörige Umhüllungskurve wird nicht behanddt. 

Von den Thesen, welche Gordan bei jener Disputation - in einem 
Latein freilich, das Kronecker nicht gerade als klassisch anerkannte _ 
verteidigte, seien bier zwei angeführt, die erste, weil sie seinen Anschau­
ungen auch aus späterer Zeit entspricht, die zweite aus dem entgegen­
gesetzten Grunde: 

"Die Methode des Unendlicbldeinen ist) wie ich behaupte, :oirht 
weniger genau, als die der Grenzen"­

"Es hat größeres Interesse zu untersuchen, welche Eigenschaften 
einer durch eine Differentialgleichung definierten Funktion innl'­
wohnen, als durch welche schon bekannte Funktionen sie ausge. 
drückt werden könne." 

Die Funktionentheorie zog Gordan im Herbst 180,2 zu I-tiemann. Er 
bekam auch die Einwilligung des Vaters, der lange an dem Sohne nur 
die rechnende, nicht die mathematische Begabung anerkennen wollte; und 
so ließ er sich in Göttingen immatl'ikulieren. Aber der nächste Zweck des 
dortigen Aufenthaltes wurde verfehlt. Zu mehl' als einem kurzen Gespräch 
mit Riemann über dessen Flächen und einigen Wochen Kolleg über 
Potentialtheorie ist PS nicht gekommen, da der erkrankte Forscher nach 
Italien abreisen mußte. GOl'dans Sehicksalsgenosse war hierbei der einige 
JU.bl'O jiiugere J. Thomae, der sich nun eng an ihn anschloß. Beide hörten 
l}i "il'lldotscbe Zahlentheorie bei E. ::)chering, Gorclan freilich, wie überhaupt 

;111 H'/')I1'~g, nicht nachschreibend, ja halb eingeschläff\rt; um so lebhafter 
w,U,'(io 01' dlilln in der Diskussion auf den täglichen weiten Spaziergängen 
mit IIlnh l 'l l u1Jigor Einkehr. Damals beschäftigte er sich mit der Transfor­
IIl!LLiollllLhoorio dOt" elliptischen Funktionen, und er fülll'te seinen Freund 

Clind)'jul{liehen Art in sie ein, was dann diesen zur Beschäftigun(r 
'Ü'Un$fOl'J'UtLtionstheorie der Abelschen Funktionen antrieb. 

In G5ttinge.o h'af Gordan im Juni 186;:) eine Aufforderung von A. Clobsch, 
sich in Gießen zu habilitieren. VieUeir.ht wal' die Verbindung durcb die 

$) J. f. Math. 17; von Jacobi in Vodesuug'I'Q bebandf'lt. 

1* 



j "" ill'illlltHi,,'lillll II,Wi'\]'lI'lj,(fll' ZlIl' J{nni~8borgol' Schule, odal' zu Scboll 
I"" 11, 111 01""1;"" t~I'"I"ll1 CJII1I/t·wh l8f)·L ti1Lig gewesen, entstanden: jedenfalls 
"I" ,I, (10,01'"1 11",1,1, .I",' l\lIffordOl'llng Folge zn leisten, Seine Unter­
!" 1111111" 11 WII,oI,'1I '"11. 'Plll"III~08 Hilfo sofort 7.us<l,mmengefaßt, am 5. Juli 

I' i"i; ,h"l q"lIlll'h ,1\1.·10 WoUun, und die Habilitation konnte schon am 
"I .1,,1; IHg~\ \",' 11:\\11 l:!'IJhun. Freilich war vorher noch eine Klausur­
,,1I11""1~ '" Mlolllllllll~Lil( IInu Physik, und ein Kolloquium in diesen Fächern 
111,,1 111 1'1111" \"Ioldu Zu bestehen. Am 8. Septrmber erfolgte die venia 

i1,,, ' 11,11
 
Pli d"lI r1~It'l{l,ls verteidigten zwölf Tbesen stehen einige unter Göttinger
 

1':II1II1IIl"oll] wio die achte: 
,Die Probleme, welche die Riemannsche Geometrie der Lage 

ateUt, sind begrifflich einfacher, als selbst die neuere Geometrie;" 
,,,rIore, Über pa'rtielle Differputia,l~leichungen usw., stehen auf Jacobischem 
Bodenj charakteristisch für Gordan sind nur die neunte und elfte: 

"Es ist als wesentlicher Fortschritt der Analysis anzusehen, wenn 
sie sich dazu erhebt, gewisse oft vorkommende Kombinationen mit· 

p,i~enf'n ~amen zu bezeichnen." 
"Es ist von großem Werte, l:lr1bst Bekanntes durch neue Me­

thoden zu beweisen." 
ln der Habilitationsschrift (U) wird die Aufgabe, die Konstante der 

linearen Transformation der elliptischen Thetetfunltlion uls explizite Funktion 
der Tmnsformationskoeffiziellten zu bestillHOOll) voll::;ti1ndig erledigt. Was 
Gordall zu der Aufgabe hinzog, wl\'l'on wohl Zlllllichst elie ErkUirungen 
Jacobis (in einem Briefe an Hormito VOll l~M)*)): lbß Cl' in seinen Vor­
lesungen die Theorie der unendlicll violon Fonnen der Thetafunktion um­
ständlich gegeben habe, und daß -wenigstens im Fall des NulJarguments­
die schwierige Brstimmung der auftrotenden achten Einheitswurzel ent­
weder auf Kettenbruchentwicklung oder auf die Gaußschen Summen führe. 
Oder es war mindestens der (allein zitierte) Boricht ltosenhains in seiner 
Preisschrift von 1851, der am spezioUeu FI111 clos Lrbergangs vom Perioden­

verhältnis ,; zu 2.- mittels Fourierschor lteilto 11 ud Uroformung der Inte­
." 

gralkoeffizienten den Ga,ng darstellt. LoiJol' ist (lie betreffende Vorlesung 
Jacobis nicht veröffentlicht; nur die :'!'erlogllng der (I-Reihe in eine end­
liche Summe von Teilreihen ist f\,US dor Dissertation von Schroeter be­
Itannt. Jedenfalls hat Gordan im allgemeinen den Gang Jacubis und seine 
Resultate rekonstruiert. Eine Abweichung besteht vielleicht darin, daß 

ordan die Integralumwandlung durch einen Grenzprozeß für einen spe­

ziellen Modul ersetzt. 

'") .J. f. Math. 32 oder Werke, Bd. 1 von 1846; s. aueh J. f. Matb. SC. 

Ihn dll'l WIll' vB abol' onL~A'lIg\''', (/IlIJ IlCII()!\ flht1' .)1111"0 V(',.)"\I' (111 ,1"11 
f' 11 ,1.\" I'n,·:sor Ako.tl(\tllio 11)HJ iJI T,iiliIVill"H JOlIl'JlloI) 111li',"il,'lj 1, .1" .10\1' 
,11",); A'l,t'~IIIJgcn ausgebend, dic8(\1lIoll lJ)lIdrcrmlLuLo vollHLiiJldiL! "11111':('1,,,11, 

(1101 I''. ,11 ... 10 ('inor MethoJe, die eng an, ,Jn.cobi auscltIir1.\t. 

Ho borleutend die Leistung an sich ist, mn.n vermißt ill ihr - womllf 
11:1111"1'01' in seioem historischen Buch Üher die elliptischen F'ulIktionOl1 hili. 
wuilit - den Einblick in die Quellen, Dieser 'Umstand hiingt oiumal lI,it 

rdans durchaus synthetischer Darstellungsweise zusammen; sodann nuot 
l\,Och mit seiner Arbeits- und Publikationsmethode: er führte fiir jod 
Arbeit eine große Reihe von Form elheften , sehr gut geordnet, aber nnI' 
mit dem geringsten Maße von Text versehen; die weitere Textgestaltung 
fÜr den Druck und die Druckhorrektnren übernahmen daon mathematisch 
Freunde. So konnte sich aber nicht immer f'ine völlige Korrektheit der 
J)'nsBung ergeben, und manchmal sieht man aurb nicht den tieferen Untero 

grund, auf welchem die Überlegungen ruhen. Auch enthalten nur einj~, 

der veröffentlichten Aufsätze, darunter (l bur gerade die ersten, den sp'ozi­
DAcben Stil Gordnns: lauter kurze, dinkte, unvermittelt nebeneinander­
I:ltehende Sätze. 

Die Theorie der Transformatic\J1 cll'r elliptischen Funktionen hat 
ordan vieJleicht auch in der Hoffnullg auf Ergebnisse interessiert, die 

über Hermite und Kronecker hinaus in Zusammenbängen zwischen Glei­
ilnmgen allgemeiner Art und Modulargleichungen erlangt werden könnten. 
J odenfalls ist er noch einmal auf sie einw'gangen (1), diesmal auf die 
Jer niclttlinea1'en Transformation. Er ~kUt ein Produkt von r Thetafunk­
Lionen, mit verschiedenen Argumenten 11',. und mit Moduln m,,';, die ganz­
;t.llhlige Vielfache von ,; sind, als SUlUl1lr. von 112 1 111 2 ••. 1nr Produkten 
\IQII je r solchen Funktionen dar, alle mit dem J.Vlodul '1:, aber mit Argu­
II IiIllLen, die lineare Verbindungen der wi" mit gebrochenen Zahlen als 
1\11ül'fiziOll telJ , sind. Es wird so eine sebr allgemeine Formel erhalten, 
\1'''1111 IMICh nicht gerade "alle nur denkba1'l'11 Bezif'bungen"; auch hat GOl'dan 
dool l'i',\lJli,'hLigtcn Anwendungen auf Modulurglcichungen nicht mitgeteilt. 

1111\11 LUIIIl ist eine starke Vel'allgrmeinerung der schon genannten 
i8!1Cl'tation Schroeters von 1K54; sie ist auch erst über 20 J:1br 

1," 1\1'lHIRO, sowie von Prym-Krazer*') weiter verfolgt worden. 

111 (Jid.ll'oll Rcllloß sich Gordan sofori eng an Clebsch an, ein Anschluß, 
dl\l' IJu.ld CU!' Jio vViasenschaft von hohf'l' Bedeutung werden sollte: er 
fliltrto zu ClOlll gomeinsamen Werk über die Theorie der Abelschen Ftmktionm 
IU), Indessen do.'l'f llJl;'l.ll sich die VOI'~es('bichte def; Wp,rkes doch nicht 

*) Vgl. M. Krause I Theorie der doppeltperiodischen Funktionen einer ver[lndo,.. 
lieben Grüße ('reubner), Bd. TI (1897), S. 289. 


